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Einfiihrung

Das Ziel dieses Vortrags ist eine kurze Einfithrung in L?-Invarianten wie
die L?-Betti-Zahlen und die Diskussion ihrer wichtigsten Eigenschaften und
Anwendungen. Es werden aulerdem die wichtigsten Vermutungen {iber diese
Invarianten diskutiert und inwieweit sie bewiesen sind. Ausfiihrlichere Uber-
sichtsartikel sind [11], [19] und [23].

1. L*>-Betti-Zahlen fiir CWW-Komplexe von
endlichem Typ

Sei X ein CW-Komplex von endlichem Typ, d.h. jedes Geriist von X ist
endlich. Sei X — X eine regulire Uberlagerung von X mit T' als Gruppe
der Decktransformationen. Der zellulire Kettenkomplex C,(X) von X ist
ein ZI'-Kettenkomplex, dessen p-ter Kettenmodul endlich erzeugter freier
Z1'-Links-Modul ist. Die Menge I, der p-Zellen in X bestimmt eine ZI'-Basis
von C,(X), die bis auf Multiplikation mit Elementen in I' und Vorzeichen

+1 eindeutig ist. Insbesondere ist der Rang von C,(X) gleich der Anzahl der

p-Zellen in X. Definiere den L?-Kettenkomplex von X als
CHX) = 1*T) @z C.(X). (1.1)

Dies ist ein Kettenkomplex von Hilbert-Rdumen mit isometrischer I'-Links-

Operation und I'-dquivarianten beschréankten Operatoren als Differentiale 01(32)

C(z)1 _ C;z) _ C1(72_)1
L CO(X) = @, A(T) 2 CP(X) = @, A(T) 25 ...



Definiere die L?-Homologie von X als
_ _ 5
HP(X) = ker(cl?)/clos(im(c\2))). (1.2)

Man beachte, dafl nicht das Bild, sondern der Abschlufl des Bildes des (p +
1)-ten Differentials herausgekiirzt wird. Damit wird erreicht, daf die L>-
Homologie selbst wieder ein Hilbert-Raum mit isometrischer I'-Operation
ist. Es gibt sogar fiir eine geeignete natiirliche Zahl n eine I'-dquivariante
orthogonale Projektion pr: @,0*(I") — @,[*(T"), deren Bild I'-isometrisch
isomorph zu Hy”(X) ist. Mit anderen Worten, Hy” (M) ist ein endlich er-
zeugter Hilbert-I'-Modul. Falls man pr als Matrix (pr; ;) von [-dquivarianten
beschriinkten Operatoren [(T") — [%(T") auffaBt, definiert man die p-te L?-
Betti-Zahl von X als
BP(X) = > (prle) e e R, (1.3)
i=1
wobei e € [*(T") durch das Einselement in I" gegeben ist. Man nennt diese Zahl
auch die von-Neumann-Dimension des endlich erzeugten Hilbert-I'-Moduls
H? (M). Sie ist genau dann trivial, wenn H? (M) trivial ist. Diese Definition
ist unabhéngig von der Wahl der Projektion pr und hingt nur von der I'-
Isometrieklasse von H.” (X) ab.

Das folgende Theorem stellt die wichtigsten Eigenschaften dieser Invari-
anten zusammen.

Theorem 1.4 1. Homotopieinvarianz

Seien X und Y requlire Uberlagerungen der CW -Kompleze X und Y
von endlichem Typ mit derselben Gruppe I' als Gruppe der Decktrans-
formationen. Sei f : X — Y eine I'-dquivariante Abbildung, die nach
Vergessen der I'-Operationen eine Homotopiedquivalenz ist. Dann gilt

2/~ Wavd . .
WAX) = bI(Y)  fir0<p;
2. Euler-Poincaré-Formel

Sei X eine requlire Uberlagerung des endlichen CW -Komplezes X.
Dann gilt fir die FEuler-Charakteristik

X(X) = > (=17 P(X);

p=>0



. Poincaré-Dualitdt

Sei M eine requlire Uberlagerung der geschlossenen Mannigfaltigkeit
M der Dimension n. Dann gilt

bz(f) (M) = bg_)p(ﬁ) fir 0 < p;

. Kiinneth-Formel

Seien X }md Y CW-Komplexe von endlichem Typ. Seien X und Y
reguldre Uberlagerungen von X und Y. Dann ist X XY eine regulire
Uberlagerung von X XY, und es qilt

PPX xY) = > bI(X)- 0P (Y) fiir n > 0;

p+q=n

. Morse-Ungleichungen

Sei X eine requlire Uberlagerung eines CW -Komplexes X von endli-
chem Typ. Sei (3,(X) die Anzahl der p-Zellen von X. Dann gilt

n n

D (=1 pD(X) < Y (-1 By(X) fiirn > 0;

p=0 p=0

. L*-Hodge-deRham-Zerlequng

Sei M eine requlire Uberlagerung der orientierten geschlossenen Rie-
mannschen Mannigfaltigkeit M der Dimension n mit I' als Gruppe der
Decktransformationen. Sei H’()Q) (M) der Raum der harmonischen glat-
ten L?-p-Formen auf M, d.h.. glatte p-Formen w auf M derart, dafs
fﬂw A xw endlich ist und w im Kern des Laplace-Operators liegt. Dann
definiert Integration einen I'-dquivarianten invertierbaren Operator

HI(QQ) (M) — H f)z) (M);
. Multiplikativitit unter endlichen Uberlagerungen

Sei X ein CW-Komplex von endlichem Typ und p : X — X eine re-
guldre Uberlagerung mit I' als Gruppe der Decktransformationen. Sei
o C T eine Unterguppe von I' von endlichem Indexr n. Wir erhalten

eine requlire Uberlagerung X durch X — X /Ty. Dann gilt

b](f) (X) = n- bz(f) (X) fiir p > 0;



8. L2-Betti-Zahlen fiir endliche Gruppen T

Sei X ein CW -Komplex von endlichem Typ und p : X — X eine re-
guldre Uberlagerung mit der endlichen Gruppe I' als Decktransforma-
tionsgruppe. Dann ist X ein CW-Komplex von endlichem Typ. Sei

by(X) die gewdhnliche p-te Betti-Zahl. Dann gilt

1

(X)) = —
=

- by(X) fiir p > 0;

9. Nullte L?-Betti-Zahl

Ser X ein zusammenhdngender CW-Komplex von endlichem Typ und
p: X — X eine regulire Uberlagerung mit I' als Gruppe der Deck-
transformationen. Dann gilt

_ L Ils || < o0;
b (X)) = I Ja ;
0 (%) { 0 sonst,

10. S*-Operationen und L*-Betti-Zahlen

Sei M eine zusammenhdngende kompakte Mannigfaltigkeit mit glatter
S1-Operation. Es sei angenommen, daf fiir einen Orbit S*/H (und da-
mit fir alle Orbits) die Inklusion des Orbits in M eine Abbildung auf
den Fundamentalgruppen mit unendlichem Bild induziert. (Insbesonde-
re hat die S'-Operation keine Fizpunkte.) Dann gilt fiir die universelle
Uberlagerung M

2 ,
b](g)(M) =0 firp > 0.

11. I'=72"

Ser X ein zusammenhdngender CW-Komplex von endlichem Typ und
p: X — X eine requlire Uberlagerung mit Z" als Gruppe der Deck-
transformationen. Dann gilt

b1(32)(M) = dimgz[zn,, (Hp(y) Qz[zn] Z[Zn](O)) : "

Die Beweise dieser Aussagen findet man in [5], [14], [18], [20], [22] und
[24].



Die L?*-Hodge-deRham-Zerlegung in Theorem 1.4.6 beweist fiir eine re-
gulire Uberlagerung M — M einer geschlossenen Riemannschen Mannig-
faltigkeit die folgende analytische Interpretation. Sei e~*4# (%, %) der Wirme-
leitungskern auf M. Da e~*A#(Z,T) ein Endomorphismus eines reellen Vek-
torraums endlicher Dimension ist, ist seine Spur trg definiert. Sei F ein Fun-
damentalbereich fiir die I-Operation auf M. Dann gilt

b (M) = lim [ trg (e7%(z,7)) d7. (L.5)

In dieser Form wurden die L2-Betti-Zahlen urspriinglich von Atiyah [1] ein-
gefiihrt.

2. Grundlegende Vermutungen

Die folgenden Vermutungen sind vielleicht die wichtigsten offenen Probleme
iiber L2-Betti-Zahlen.

Vermutung 2.1 Se: I' eine endlich prdisentierte Gruppe.

1. (Atiyah-Vermutung) Sei M eine zusammenhingende geschlossene Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit mit universeller Uberlagerung M und T als
Fundamentalgruppe. Dann st bl(,Q)(]\/Z) eine rationale Zahl. Falls die
Gruppe T torsionsfrei ist, ist sie sogar ganzzahlig.

2. Sei A € M(m,n,CT") eine Matriz. Sie induziert einen beschrinkten
[-dquivarianten Operator [*(T')™ — [2(T')". Sein Kern ist ein endlich
erzeugter Hilbert-I"-Modul. Dessen von-Neumann-Dimension ist ratio-
nal und, falls T torsionsfrei ist, sogar ganzzahlig.

3. (Kaplanski- Vermutung) Der rationale Gruppenring QI ist genau dann
nullteilerfrei, wenn I' torsionsfrei ist;



4. (Singer-Vermutung) Die L?-Betti-Zahlen der universellen Uberlagerung
einer geschlossenen Riemannschen Mannigfaltigkeit M der Dimension
n mit nicht-positiver Schnittkrimmung verschwinden auferhalb der mitt-
leren Dimension. Falls n = 2m gerade ist, gilt

(=)™ x(M) = 0;

5. (Hopf-Vermutung) Die L?-Betti-Zahlen der universellen Uberlagerung
einer geschlossenen Riemannschen Mannigfaltigkeit M der Dimension
n mit negatiwver Schnittkrimmung verschwinden auflerhalb der mittle-
ren Dimension. Falls n = 2m gerade ist, gilt

bY@ (M) > 0;
> 0. [

Die Atiyah-Vermutung wurde von Atiyah [1] zumindest als Frage formu-
liert. Die ersten beiden Vermutungen sind &dquivalent und implizieren die
Kaplanski-Vermutung. Die Singer-Vermutung macht auch fiir asphérische ge-
schlossene Mannigfaltigkeiten Sinn. Asphdrisch bedeutet, daf§ die universelle
Uberlagerung homotopiedquivalent zu einem Punkt ist. Jede Mannigfaltig-
keit mit nicht-negativer Schnittkriimmung ist asphéarisch. Die zweite Vermu-
tung scheint mit der Isomorphismus-Vermutung in algebraischer K-Theorie
von Farrell und Jones [8] und mit der Baum-Connes-Vermutung [2] in Ver-
bindung zu stehen.

3. Ubersicht iiber Sitze, die Spezialfiille der
grundlegenden Vermutungen beweisen

Die Klasse der elementar-amenablen Gruppen ist die kleinste Klasse von
Gruppen, die alle endlichen und alle abelschen Gruppen enthélt, abgeschlos-
sen unter Untergruppen, Faktorgruppen und Erweiterungen und abgeschlos-
sen unter gerichteten Vereinigungen ist. Sei C die kleinste Klasse von Grup-
pen mit folgenden Eigenschaften: i.) sie enthélt alle freien Gruppen, ii.) sie
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ist abgeschlossen unter gerichteten Vereinigungen, iii.) es gilt G € C, falls G
eine normale Unterguppe H enthélt derart, da§ H zu C gehort und G/H
elementar-amenabel ist.

Theorem 3.1 (Linnell [12]) Die Vermutung 2.1.2 ist fir Gruppen T' in
der Klasse C richtig. ]

Eine irreduzible kompakte orientierbare 3-Mannigfaltigkeit heifit exzep-
tionell, falls es keine endliche Uberlagerung gibt, die homotopiedquivalent zu
einer Haken-, hyperbolischen oder Seifert-Mannigfaltigkeit ist. Die Geome-
trisierungs-Vermutung von Thurston oder die Waldhausen-Vermutung impli-
zieren, dafl es so ein M nicht gibt.

Theorem 3.2 (Lott and Liick [14]) Sei M eine kompakte orientierbare

3-Mannigfaltigkeit mit universeller Uberlagerung M. Sei M = Mt ... tM,
die Primzerleqgung von M. Es sei vorausgesetzt, dafi keiner der Primfaktoren
exzeptionell ist. Dann gilt

b (M) = 0;

W) = 1= m — (M) + [{C € my(0M) | C = %)

Y

— r 1
bIM) = (r—1)=) ————— +|{C em(dM)|C = S?};
: 2 Tmty] |
P(M) = 0. m
Insbesondere beweist dieser Satz die Atiyah-Vermutung und die Singer-
Vermutung fiir 3-Mannigfaltigkeiten M, die den oben erwidhnten Bedingun-

gen genligen.

Die Hopf-Vermutung ist von Dodziuk [6] fiir hyperbolische Mannigfaltig-
keiten bewiesen worden.



Theorem 3.3 (Donnelly and Xavier [7]) Sei M eine geschlossene n-di-
mensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit, deren Schnittkriimmung zwischen

—1 und D fiir eine reelle Zahl D mit —1 < D < —EZ:?%; liegt. Dann gilt

9/ TH . n ntl
bl(,)(M)—O furp#g,T.

Insbesondere folgt fiir solches M und gerades n die Singer-Vermutung. [ ]

Theorem 3.4 (Gromov [10]) Die Hopf-Vermutung ist richtig fiir Kihler-
Mannigfaltigkeiten. [ ]

Gromov beweist ein stéirkeres Resultat fiir sogenannte Kéhler-hyperbolische
Mannigfaltigkeiten. Jede Kiahler-Mannigfaltigkeit, die homotopiedquivalent
zu einer geschlossenen Riemannschen Mannigfaltigkeit mit negativer Schnitt-
kriimmung ist, ist Kahler-hyperbolisch.

Sei [*(I",R) der Raum der beschrinkten Funktionen von I' nach R mit
der Supremumsnorm. Bezeichne 1 die konstante Funktion mit Wert 1. Ei-
ne Gruppe I' heifit amenabel, falls es einen ['-invarianten linearen Operator

(0 R) — R mit u(1) =1 gibt, der

inf{f(v) [y €T} < pu(f) <sup{f(v) |7 €T} fiir f € >(I)

erfiillt. Jede elementar-amenable Gruppe ist amenabel.

Theorem 3.5 (Cheeger and Gromov [4]) Sei X ein asphdrischer CW -
Komplex von endlichem Typ, dessen Fundamentalgruppe eine nicht-triviale
normale amenable Untergruppe enthdlt. Dann gilt

2/ o .
bé)(X) =0 fiir p > 0. ]

Insbesondere beweist dies die Singer-Vermutung fiir Mannigfaltigkeiten,
deren Fundamentalgruppe eine nicht-triviale normale amenable Unterguppe
enthalt.



4. Weitere Resultate iiber L?-Betti-Zahlen

Sei X — X eine regulire Uberlagerung eines CW-Komplexes von end-
lichem Typ mit I' als Gruppe der Decktransformationen. Wir nehmen an,
da3 I residuell endlich ist, d.h. es gibt eine absteigende Folge von normalen
Untergruppen I' =Ty D> Ty D ... D[, D41 D ... derart, dafl der Index
[[':T,,] fir alle m > 0 endlich und der Durchschnitt N>, die triviale
Gruppe ist. Sei py, : Xon = I\ X — X die endliche regulire Uberlagerung
von X, die zu I';,, C I" gehort. Sei b,(X,,,) die gewdhnliche p-te Betti-Zahl von
X,,. Folgendes Resultat besagt, da§ die L?-Betti-Zahlen in gewissem Sinne
asymptotische Betti-Zahlen sind.

Theorem 4.1 (Liick [17]) Unter den Bedingungen oben gilt fir alle p > 0

lim L (Xm)

= bJ(X).
m—00 [FFm] P ( ) -

Die L?-Betti-Zahlen von Abbildungstori verschwinden aufgrund des fol-
genden Resultats.

Theorem 4.2 (Liick [16]) Sei F' ein zusammenhdngender CW -Komplex
von endlichem Typ und f : F — F eine Selbstabbildung. Sei

u:m(Tf)ﬂFﬂZ

eine Faktorisierung von p in surjektive Homomorphismen. Sei Tf — T} die
requldre Uberlagerung des Abbildungstorus Ty mit I' als Gruppe der Deck-
transformationen, die zu ¢ gehért. Dann gilt

bf)(Tf) =0 fiir p > 0. [

Dieser letzte Satz geht wesentlich in den Beweis des folgenden Satzes
ein und zeigt, dafl bestimmte Klassen von potentiellen Gegenbeispielen zur
Singer-Vermutung keine Gegenbeispiele sein konnen.
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Theorem 4.3 (Liick [18]) Sei F — E % B eine Faserung von Riumen
derart, daff F' bzw. E den Homotopietyp eines zusammenhdngenden CW -
Komplexzes mit endlichem 1-Geriist bzw. 2-Geriist hat. Falls das Bild des
Homomorphismus w1 (F) — m1(E) unendlich ist und m (B) ein Element un-
endlicher Ordnung enthdlt, so gilt

V(E) = 0. m

5. Anwendungen auf Gruppen

Der Satz 4.3 impliziert folgendes gruppentheoretisches Resultat. Der De-
fekt def(T") einer endlich présentierten Gruppe I' ist definiert als das Maxi-
mum iiber die Differenz der Anzahl der Erzeuger und der Anzahl der Rela-
tionen aller Prédsentationen von TI'.

Theorem 5.1 (Liick [18]) Seil — A — ' — m — 1 eine exakte Se-
quenz von Gruppen derart, dafi A endlich erzeugt und unendlich ist, I endlich
prasentiert ist und ein Element unendlicher Ordnung enthdlt. Dann gilt

1. 821 =bP(ET) = o;
2. def(I') < 1;

3. Sei M eine zusammenhdngende geschlossene orientierte 4-Mannigfal-
tigkeit mit I' als Fundamentalgruppe. Dann gilt fir die Signatur sign(M)
und die Euler-Charakteristik x (M)

| sign(M)| < x(M). ]

Thompsons Gruppe F' ist die Gruppe der orientierungserhaltenden dyadi-
schen PL-Automorphismen des Einheitsintervalls [0, 1], wobei dyadisch be-
deutet, daf§ alle Steigungen ganzzahlige Potenzen von 2 sind und die Bruch-
stellen in Z[1/2] liegen. Sie hat die Présentation

-1 ..
F = (xo,21,29,... | ;] xpzr; = xpy fir i <n).
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Diese Gruppe ist nicht elementar-amenabel und enthélt keine Untergruppe,
die frei vom Rang 2 ist. Insofern ist die Frage interessant, ob F' amenabel
ist, da F' je nach Antwort ein Gegenbeispiel zu der Vermutung ist, dafl jede
endlich prasentierte amenable Gruppe elementar-amenabel ist bzw. jede end-
lich prasentierte nicht-amenable Gruppe eine freie Untergruppe vom Rang 2
enthélt. Da der klassifizierende Raum BF' von endlichem Typ ist, kann auf-
grund des Satzes 3.5 F nur amenabel sein, wenn alle ihre L2-Betti-Zahlen
verschwinden. Satz 4.2 impliziert

Theorem 5.2 Die L?-Betti-Zahlen der Gruppe F sind alle trivial. |

Folgender Satz ist eine Konsequenz aus der Euler-Poincaré-Formel aus
Satz 1.4.2 und Satz 3.5.

Theorem 5.3 Seil' eine Gruppe, deren klassifizierender Raum BT ein end-
licher CW -Komplex ist und die eine unendliche normale amenable Unter-
gruppe enthdlt. Dann gilt

x(BT") = 0. n

6. Kurzer Uberblick iiber L2-Torsion

Sei X ein zusammenhéngender endlicher C'W-Komplex. Wir nehmen an,
daB er L2-azyklisch ist, d.h. die L%-Betti-Zahlen der universellen Uberlage-
rung sind alle trivial. Unter der technischen Bedingung, dafi X von Deter-
minanten-Klasse ist, kann man die L>Torsion der universellen Uberlagerung
definieren durch

pP(X) e R (6.1)

Diese technische Bedingung ist erfiillt, falls die sogenannten Novikov-Shubin-
Invarianten von X alle positiv sind oder die Fundamentalgruppe von X
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residuell endlich ist. Vermutlich ist die Bedingung immer erfiillt, und wir
werden der Einfachheit halber stillschweigend davon ausgehen, dafi X von
Determinanten-Klasse ist. Es gibt eine analytische und eine kombinatori-
sche Version der L2-Torsion, die jeweils die L2-Version der analytischen Ray-
Singer-Torsion und der Reidemeister-Torsion darstellen. Die L?-Version wur-
de in [13], [20] und [21] definiert. Die Gleichheit der analytischen und der kom-
binatorischen Version wurde in [3] bewiesen. Die kombinatorische L*-Torsion
ist eine Invariante des einfachen Homotopietyps und erfiillt eine Summen-
formel, Faserungsformel, Poincaré-Dualitdt und ist multiplikativ unter end-
lichen Uberlagerungen [15]. Bei der Summenformel und der Faserungsformel
ist zu beachten, dafl die Inklusion der Teilrdume bzw. der Faser in den To-
talraum eine Injektion auf den Fundamentalgruppen induziert. Es gibt einen
kombinatorischen Zugang, der es beispielsweise erméglicht, die L?-Torsion
der universellen Uberlagerung M einer hyperbolischen 3-Mannigfaltigkeit M
aus einer Préasentation der Fundamentalgruppe abzulesen, ohne M selbst zu
kennen [15]. Das ist insofern interessant, als das Volumen einer geschlosse-
nen hyperbolischen 3-Mannigfaltigkeit bis auf eine Konstante die L2-Torsion
ihrer universellen Uberlagerung ist [13], [21]. Fiir geschlossene asphérische
Mannigfaltigkeiten scheint es eine Beziehung zwischen der L2-Torsion und
dem simplizialen Volumen von Gromov [9] zu geben. Es gibt die Vermutung,
dafl das Verschwinden des simplizialen Volumens fiir eine orientierte geschlos-
sene Mannigfaltigkeit M das Verschwinden ihrer L2-Betti-Zahlen und ihrer
L2-Torsion impliziert. Beispielsweise weifl man fiir eine asphérische geschlos-
sene Mannigfaltigkeit A/ mit nicht-trivialer S'-Operation, daB das simpliziale
Volumen von M, die L?-Betti-Zahlen von M und die L?-Torsion von M ver-
schwinden.
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