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Einleitung

Anlaf fiir dieses Skript war ein Seminar iiber Topologische K-Theorie im Som-
mersemester 1998 an der Westfdlischen Wilhelms-Universitdat Miinster. Dafiir
wollten wir den Teilnehmern einen in sich geschlossenen Text iiber das Thema
zur Hand geben, den sie mit Grundlagenwissen in Algebraischer Topologie und
iiber Vektorraumbiindel leicht selbstédndig lesen kénnen. Bei den meisten Bewei-
sen wird deshalb recht ausfiihrlich vorgegangen, auch technische Details werden
oftmals ausgefiihrt. Obwohl wir uns weitgehend an den , klassischen K-Theorie-
Biichern von Atiyah [Ati] und Karoubi [Ka] orientiert haben, ist das Skript im
Detail ausfiihrlicher. Inhaltlich wurde der Stoff dagegen auf den unserer Meinung
nach bei einer ersten Beschéftigung mit K-Theorie wesentlichen Stoff reduziert,
namlich komplexe K-Theorie kompakter (Hausdorff-)Radume. In einem einsemest-
rigen zweistiindigen Seminar 1&8t sich der Text gut bewéltigen.

Im Unterschied zu den genannten Biichern definieren wir K-Theorie gleich in
relativer Form: K°(X, A) besteht als Menge aus den stabilen Isomorphieklassen
von gewissen ,, Tripeln“ [Fy, f, Ey] iiber dem Raumpaar (X, A). Wir verzichten
daher auf die Verwendung der Grothendieck-Konstruktion (vgl. Kapitel 3). Auch
beim Beweis der Bott-Periodizitdt wird im Detail etwas anders verfahren als
tiblich (vgl. Kapitel 5). Der Thom-Isomorphismus (Kapitel 6) wurde so formuliert,
dal man mit der Definition von K-Theorie fiir kompakte Rdume auskommt. Im
letzten Kapitel erarbeiten wir zumindest noch eine beeindruckende Anwendung
von K-Theorie und untersuchen die Sphiaren S™ auf H-Raumstruktur bzw. R"
auf die Struktur einer reellen Divisionsalgebra. Die Darstellungsweise orientiert
sich dabei an dem entsprechenden Kapitel bei Karoubi [Kal.

Die gelegentlich eingestreuten Ubungsaufgaben erheben keinen Anspruch auf
Vollstédndigkeit. Sie sind meist nur als sinnvolle Ergédnzungen zum Text gedacht.
Dieses Skript ist gewifl kein Nachschlagewerk - dennoch gibt es am Ende zur
besseren Orientierung auch einen Index.

An dieser Stelle mochten wir noch Juliane Jénich, Morten Pohlers, Roman Sauer
und Christian Wegner fiir das griindliche Durcharbeiten des Textes, viele Kor-
rekturen und Verbesserungsvorschlége danken. Vielleicht kann das Skript auch
kiinftig manchem beim Einstieg in Topologische K-Theorie hilfreich sein.






Kapitel 1

Zusammenfassung und Ubersicht

Definition 1.1. Eine wverallgemeinerte Kohomologietheorie ist eine Folge von
Abbildungen

h" : {Paare (X, A) topologischer Réume} —— {abelsche Gruppen}

und sogenannter Randoperatoren 04 : h™(A, ()) — h"+1(X, A), so daB folgen-
de Axiome erfiillt sind:

(i) Funktorialitat

(h")nez ist eine Familie von kontravarianten Funktoren von der Kategorie
der Paare topologischer Rdume in die Kategorie der abelschen Gruppen.
Das bedeutet:

(a) Jedem Paar (X, A) wird eine abelsche Gruppe h™(X, A) zugeordnet.
(b) Eine stetige Abbildung f : (X, A) — (X', A’) von Raumpaaren in-
duziert Homomorphismen

ff=n"f) (X A) — (X, A),

wobei gilt Id* = Id und (go f)* = f* o g* fiir (X, A) SN (X', A) L
(X// A//)'

(ii) Natirlichkeit
9= 0XA)  pn(A, ) — h"T1(X, A) ist ein natiirlicher Homomorphismus,
d.h. fiir jede Abbildung f : (X, A) — (X', A’) von Raumpaaren kommu-
tiert das folgende Diagramm:

n ! 8(X/7A/) n+1 / /

(fla)* I

OX:A)

h(A, 0) R (X, A)
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(iii) Ezaktheit
Fiir die kanonischen Inklusionen (A, () < (X, 0) 2 (X, A) ist die Sequenz

i*

L (X, A) L (X, 0) e B(A,0) — e hH(XA) ——
exakt.

(iv) Homotopieinvarianz
Sind f,g : (X,A) — (X', A’) homotope Abbildungen von Raumpaaren,
so gilt f* = g*.

(v) Ausschneidung

Sei (X, A) ein Raumpaar, U C A, so daB der Abschluf8 U von U in
X noch ganz im Inneren von A liegt. Dann ist die von der Inklusion
i:(X\U,A\U) = (X, A) induzierte Abbildung

i*hM(X, A) — AM(X\U, A\U)
ein Isomorphismus.

Bemerkung 1.2. (i) Es wird nichts iiber h*({Punkt}) gefordert (d.h. es gibt
kein Dimensionsariom). h™({Punkt}) =: A" heiflen die Koeffizienten der
Kohomologietheorie.

(ii) P*(X,A) =P, ;P (X, A) ist eine graduierte abelsche Gruppe.

(iii) Eine verallgemeinerte Kohomologietheorie kann zusdtzlich ein (externes)
Produkt besitzen, d.h. bilineare und assoziative Abbildungen

h"(X,A) x h(X', A") —— "t ((X, A) x (X', A")),
wobei man das Produkt von Raumpaaren definiert durch
(X,A) x (X A) =X x X X xAUAxX').

(Dies ist ,verniinftig®, weil dann z.B. fiir das Produkt zweier berandeter
Mannigfaltigkeiten (M,0M) x (N,0ON) = (M x N,0(M x N)) gilt.)

Man erhdlt so auch eine Ringstruktur auf h*(X,A): Ist némlich
A: X — X x X, z+— (z,z) die Diagonalabbildung, so liefert diese ein
(inneres) Produkt

KX, A) x B™(X, A) — B ((X, A) x (X, A)) —— K™ (X, A).
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(iv) Analog 148t sich auch eine verallgemeinerte Homologietheorie definieren als
eine Familie kovarianter Funktoren von der Kategorie der Raumpaare in die
Kategorie der abelschen Gruppen mit Randoperatoren, so daf§ die Axiome
aus Definition 1.1 gelten, wenn die Pfeile ,umgedreht“ werden. Die einem
Raumpaar zugeordneten Gruppen bezeichnet man zur Unterscheidung mit
hn(X, A), induzierte Homomorphismen mit f,.

Aufgabe 1.3. Sei (X, A) ein Raumpaar und r : X — A eine stetige Abbildung
mit 74 = Id4. Zeige, dafl es natiirliche Isomorphismen von abelschen Gruppen

h™(X) = h"(X, A) @ h"(A)

gibt. Insbesondere ergibt sich: Betrachtet man die Kategorie der punktierten
Réume (X, z) (x Basispunkt in X, alle Morphismen basispunkt-erhaltend), so
definiert man die zur verallg. Kohomologietheorie h* gehorige reduzierte verall-
gemeinerte Kohomologietheorie h*(X) von X als

(X)) == h"(X, z)
und hat einen natiirlichen Isomorphismus
hHX) 2 B (X) ® h"(z).

(Da es bei Kohomologie - im Unterschied zur Homologie - keinen kanonischen Ho-
momorphismus h"(X) — h™(pt) gibt, mufi man zur Kategorie der punktierten
Réume iibergehen.)

Bei den bisherigen allgemeinen Definitionen haben wir den Begriff Raumpaar
nicht weiter spezifiziert. Im allgemeinen pafit man aber die Kategorie der be-
trachteten Raume in geeigneter Weise an die vorliegende (Ko-)Homologietheorie
an. So beschrénkt man sich z.B. bei zelluldrer (Ko-)Homologie auf die Kategorie
der Paare (X, A) von CW-Komplexen. Eine &hnliche Einschrankung wollen wir
auch fiir die von uns entwickelte K-Theorie vornehmen:

Definition 1.4 (Ko-Raumpaar). Im weiteren Verlauf wollen wir unter einem
Ko-Raumpaar (X, A) einen kompakten Hausdorffraum X mit einem abgeschlos-
senen Teilraum A verstehen derart, daf§ die Inklusion ¢ : A — X eine Kofaserung
ist. D.h. fiir jeden Raum Y und jede Abbildung f : Ax IU X x {0} — Y
kann man das folgende Diagramm durch ----- » kommutativ vervollstandigen
(I sei das Einheitsintervall [0, 1]):

AxTUX {0}y

R4

X x1I
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Es gilt der ,,Slogan®: |, Jede verniinftige Inklusion ist eine Kofaserung.*

Beispiele:

e X (kompakter) CTW-Komplex, A Unterkomplex von X
[Br, Ch. VII, Corollary 1.4].

e X (kompakte) Mannigfaltigkeit, A abgeschl. Untermannigfaltigkeit von X.

e Ein punktierter Raum X mit Basispunkt x heiit wohlpunktiert, wenn (X, x)
ein Ko-Raumpaar ist.

o Ist A — X eine Kofaserung, p : £ — X eine Faserung (siche z.B.
[Wh, Ch.I, 7]), etwa eine Uberlagerung oder ein Vektorraumbiindel, so ist
die Inklusion p~*(A) < p~1(X) = E auch eine Kofaserung
[Wh, Ch. I, (7.14)].

Aufgabe 1.5. Finde eine abgeschlossene Teilmenge von I = [0, 1], deren Inklu-
sion keine Kofaserung ist.

Ziel dieses Papiers ist in erster Linie der Beweis des folgenden Satzes.

Satz 1.6. Die topologische K-Theorie (die explizit spdter definiert wird)
K" : {Ko-Raumpaare (X, A)} — {abelsche Gruppen}, n € Z,

st eine verallgemeinerte Kohomologietheorie mit Produkten, die 2-periodisch ist,
d.h. fir jedes Ko-Raumpaar (X, A) und n € Z hat man einen natirlichen Iso-
morphismus

Byt K"(X, A) —~ K" (X, A),

die sogenannte Bott-Periodizitat. Auf diese Weise berechnen sich insbesondere
die Koeffizienten der topologischen K-Theorie zu

n | Z , n gerade;
K" ({Punkit}) _{ 0 , n ungerade. O



Kapitel 2

Grundlagen iiber
Vektorraumbiindel

Grundbegriffe wie Vektorraumbiindel, Unterbiindel, Schnitt, Riemannsche Metrik,
Tangentialbiindel und Kenntnisse iiber lineare Algebra mit Vektorraumbiindeln
setzen wir in diesem Skript voraus. Falls n6tig, kann man sie sich aber schnell
aneignen, wenn man die Kapitel [Br-J&, 3, 4] (ohne differenzierbare Strukturen)
und/oder [Ati, 1.1-1.5] liest.

Bezeichnung 2.1. Unter Vektorraumbiindeln wollen wir stets C-Vektorraum-
biindel verstehen. Ist p : E — X ein Vektorraumbiindel iiber dem (bei
uns stets) kompakten Raum X, so bezeichnen wir fir z € X mit E, =
p~!(x) die Faser iiber x. Wegen der lokalen Trivialitit von E ist die Funktion
X 3z +— dimc(E,) € Ny lokal konstant. (Wir verlangen nicht, dafl ein Vektor-
raumbiindel feste Dimension hat.) Mit Vect(X) bezeichnen wir meistens die Men-
ge aller Vektorraumbiindel iiber dem Raum X, manchmal auch die Menge der
Isomorphieklassen von Vektorraumbiindeln iiber X . Dies wird aus dem jeweiligen
Zusammenhang klar.

(i) Seien p : £ — X, p' : E' — X' Vektorraumbiindel. Eine Abbildung von
Vektorraumbiindeln (f, f) : p — p’ ist ein Paar von stetigen Abbildungen,
so daf} das folgende Diagramm kommutiert

E / E'

p 4
X / X'
und fiir alle x € X die Restriktion ﬁ{m} B, — E}(m) ein Vektorraum-
Homomorphismus ist. (f, f) heiBt Isomorphismus von Vektorraumbiindeln,

11
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wenn (f, f) als Abbildung von Vektorraumbiindeln invertierbar ist (siche
Aufgabe 2.2).

(i) Ist X = X’ und f = Idx, so bezeichnet man f als Abbildung von Vek-
torraumbiindeln iber X. Die Abbildung f entspricht dann einem stetigen
Schnitt X — Hom(FE, F), wobei Hom(F, F') das Biindel iiber X sei, das als
Menge gerade U,ex Home(E,, F}) ist.

(iii) Im Unterschied dazu bezeichnen wir mit HOM(FE, F') den Vektorraum al-
ler Biindelabbildungen von E nach F' (ist £ = F, so gilt die Bezeichnung
END(FE)), mit ISO(E, F) die Gruppe aller invertierbaren Biindelabbildun-
gen von F nach F (E = F: AUT(FE).)

Es ist also bei Biindeln £ und F' iiber demselben Raum X
HOM(E, F) =T(X,Hom(E, F)),

d.h. der Vektorraum aller stetigen Schnitte von X in das Biindel
Hom(E, F).

Aufgabe 2.2. Zeige: Eine Abbildung (f, f) : p — p’ von Vektorraumbiindeln
p: F — X, p: E — X'ist genau dann ein Isomorphismus, wenn f ein
Homoomorphismus und fiir jedes x € X die induzierte Abbildung ﬁ{x} B, —
E}(m) bijektiv ist.

Definition 2.3 (Pull-Back von Vektorraumbiindeln). Sei p: £ — X ein
Vektorraumbiindel und f: Y — X eine stetige Abbildung. Setze

fE={(y,v) €Y X E| f(y) = p(v)}.

Seien ferner q : f*E — Y bzw. f: f*E — E die von den Projektionen auf die
erste bzw. zweite Komponente induzierten Abbildungen. Dann ist ¢ : f*E — Y
ein Vektorraumbiindel iiber Y und heilt das Pull-Back von E mit f. Folgendes
Diagramm kommutiert:

S

F*E E

f

Y X

Lemma 2.4 (universelle Eigenschaft des Pull-Backs). Das Pull-Back ist
durch folgende Eigenschaft (bis auf Isomorphie von Vektorraumbiindeln) eindeu-
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tig charakterisiert:

Seir . F — Z ein Vektorraumbiindel, (g,g) : v — p eine Abbildung von
Vektorraumbiindeln, ferner ¢’ © Z — Y eine Abbildung mit f o g = g. Dann
gibt es genau ein G : F' — f*E derart, daff (G,¢') : 1 — q eine Abbildung von
Vektorraumbiindeln ist und

(f. f)o(G.¢") = (3, 9)

BEWEIS:
Ubungsaufgabe! O

Vieles von dem, was man aus der Linearen Algebra iiber Vektorrdume kennt,
iibertragt sich kanonisch auf Vektorraumbiindel. Deshalb bezeichnet man das
Rechnen mit Vektorraumbiindeln auch als ,parametrisierte Lineare Algebra“.
(Man kann man ein Vektorraumbiindel ja auch als Familie von Vektorrdumen auf-
fassen, parametrisiert durch die Punkte des Basisraumes X und versehen mit ge-
wissen Eigenschaften.) Dennoch darf man nicht alles, was man von Vektorrdumen
kennt, einfach auf Vektorraumbiindel {ibertragen, wie folgendes Beispiel zeigt:

Bemerkung 2.5. Ist f : E — F eine Abbildung von Vektorraumbiindeln iiber
X, so sind

Kern(f) := UKern(fx) und

zeX
Bild(f) := | Bild(f,)
zeX
im allgemeinen keine Vektorraumbiindel mehr.
Beispiel: X =[0,1], E=F =[0,1] x C, f(t,2) =t 2.

Das folgende Lemma liefert aber eine hinreichende Bedingung dafiir, daf
Kern und Bild einer Abbildung von Vektorraumbiindeln selbst wieder Vektor-
raumbiindel sind:



14 2. GRUNDLAGEN UBER VEKTORRAUMBUNDEL

Lemma 2.6. Ist f : E — F eine Abbildung von Vektorraumbiindeln iber X
und die Funktion X > x — Rang(f,) € Ny lokal konstant auf X, dann ist Kern(f)

ein Unterbiindel von E und Bild(f) ein Unterbindel von F.

BEWEIS:
[Br-J&, Lemma 3.5]. O

Satz 2.7 (Tietzesches Erweiterungslemma). Sei X ein  topologischer
Raum, in dem sich je zwei disjunkte abgeschlossene Mengen durch offene
Umgebungen trennen lassen (z.B. ein kompakter Hausdorffraum). Sei A C X
abgeschlossen, V' ein R-Vektorraum (resp. C-Vektorraum). Dann lafst sich jede
stetige Funktion f : A =V zu einer stetigen Funktion f : X — V fortsetzen. O

Lemma 2.8 (Fortsetzung von Schnitten). Sei X ein kompakter Haus-
dorffraum, A C X abgeschlossen; seien E, E' Vektorraumbiindel iber X. Dann
gelten die folgenden Aussagen:

(i) Jeder Schnitt s : A — E lafit sich zu einem Schnitt auf ganz X fortsetzen.

(ir) Jede Abbildung [ : E{, — Eja von Vektorraumbiindeln iber A lGfst sich zu
einer Abbildung f : E' — E von Vektorraumbiindeln iber X fortsetzen. (Ist
f: E‘/A — E|4 sogar ein Isomorphismus, so existiert eine offene Umgebung
U wvon A in X, so daf§ fiy ein Isomorphismus ist.)

BEWEIS:

zu (i): Wihle eine endliche Uberdeckung {U;}i<i<, von X mit subordinierter
Zerlegung {v;};-, der Eins, so dal Ejy, trivial ist. Dann entspricht sy,na ei-
ner Abbildung nach C" und 148t sich wegen des Tietzeschen Lemmas zu einer
Abbildung 5y, : U; — Ejy, fortsetzen. Nun definiere

n
S = Zg\Ui : ’QZ)Z
i=1

zu (ii): Die Abbildung f entspricht einem stetigen Schnitt A — Hom(E', FE) =
Uzex Home(E", E,). Nach Teil (i) ex. also eine Fortsetzung f : X — Hom(FE', E).
Fiir die Aussage in Klammern setze U := f~!(Iso(E’, E)) C X und beachte, daf
Iso(E', E) C Hom(E', E) offen ist. O

Lemma 2.9. Seip: E — X x[a,b] ein Vektorraumbiindel. Es gebe ¢ € (a,b), so
daf Eixxa,] und E|xxjep trvial sind. Dann ist E trivial.
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BEWEIS: N
Wiéhle Trivialisierungen u, : X X [a, ] X C* — Ejxx[q,q und

up : X X [c,b] x C" =, E\x x[ey- Sei dann

h = (upxx{e}xcn) " O Ugxxfepxcn : X X {c} x C" =5 X x {c} x C",
wobei h(z,v) == (x,g(z)v) mit g : X — Iso(C") sei. Nun definiere
w:X x[e,b] x C" — X x [¢,b] x C"
durch w(z,t,v) = (z,t,g9(x)v). Dann stimmen die beiden Biindelabbildungen

ug und w, o w auf X x {c} x C" iiberein. Man kann sie daher zu einem

Biindelisomorphismus u : X x [a, b] x C" —= E zusammensetzen. O

Lemma 2.10. Seip : B — X x I (I := [0,1]) ein Vektorraumbiindel. Dann
existiert eine endliche offene Uberdeckung {U;}7_, von X, so dafy Eyy,«; trivial
15t.

BEWEIS:

Zuz € X und t € [ existieren wegen der lokalen Trivialitdt von E offene Um-
gebungen x € U(t) C X und ¢ € I(t) C I, so daBB Ejy )« trivial ist. Dadurch
erhélt man, da I kompakt ist, eine endliche Folge 0 =15 <t; < ... <t, =1 mit
offenen Umgebungen U; von z, so dall Ejy,xp,_, 4, fir 1 < ¢ < n trivial ist. Sei
nun U := N;L,U;. Anwendung von Lemma 2.9 liefert: Ejy,; ist trivial. X wird
als kompakter Raum von endlich vielen solcher offenen Mengen U iiberdeckt. O

Satz 2.11. Seip: £ — X x I ein Vektorraumbiindel und E, := Exxq1y, aufge-
fafst als Vektorraumbiindel tiber X .

(i) Dann gibt es einen Isomorphismus von Vektorraumbindeln iber X x I
p B =5 By x1
mit pixxqy = Idg,.

(ii) Sei (X, A) ein Ko-Raumpaar und E = h*E’ fir ein Vektorraumbiindel
P E =Y undh: X xI =Y mit hy(a) = ho(a) firalet €I, ac A (dh.
h ist stationédr auf A). Dann kann man die Abbildung p so wdhlen, daf$ sie

den durch h induzierten Isomorphismus Fj syt = Eya x I fortsetzt.

BEWEIS:

zu (i): Sei gem#B Lemma 2.10 {U;}7, eine offene Uberdeckung von X, so daB
Ejy,xr trivial ist. Wéhle Trivialisierungen h; : U; x I x C" =, Ejy, <1 Man
findet eine Familie {n;}! ; von stetigen Funktionen X — [0,1] mit folgenden
Eigenschaften:
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(i) Trager(m) C Us
(i) max;—y_,mi(z) =1 fur jedes x € X.
Definiere nun Biindelabbildungen (u;, ;) : E — E durch
ri(z,t) = (z,max(n;(x),t)), (z,t) € X x I,
u; = Id auflerhalb von Ejy,,; und
wi(hi(x, t,v)) := hi(ri(x,t),v), (x,t,v) € Uy x I x C".

(Insbesondere ist u; faserweise ein Isomorphismus.)

Nun definiere

E.

~_1

Ey

(u,r):=(upo...ouy,rpo...ory): E

Es ist r(x,t) = (z,1) fir alle # € X und (u,7)xxq1y = Idg,. Die Abbildung
(u,r)xId;

p: E———

pEx{y = ldg,.

zu (ii): Wihle eine offene Uberdeckung {Vi}i, von Y, so daB E\,V- trivial ist
J

(V; die AbschlieBung von V;), und definiere A; := h=*(V;) C X. Es ist

E; x I ist somit ein Isomorphismus von Vektorraumbiindeln und

A;N(Ax )= (V;)NA)xI,

:AJ

da h konstant auf A ist. Es ist nun Ej4,x; trivial. Nach Lemma 2.8(ii) findet
man eine offene Umgebung X O U; D Aj, so daBl Ejy,«; trivial ist. Nach evtl.
Erginzung um weitere in X offene Mengen U, mit U, N A = () und Ejy, «1 trivial
finden wir die Situation aus Teil (i) vor. Man sieht leicht, dal die Konstruktion in

(i) auf jedem E) AjxT = Eya; x I genau den durch h induzierten Isomorphismus
liefert. =

Dieses - zugegebenermaflen sehr technische - Lemma 148t folgendes duflerst wich-
tige Korollar zu.

Korollar 2.12. Seip: E — Y ein Vektorraumbiindel und h : X x I — Y eine
Homotopie. Dann gilt:

(i) hiE = hiE als Vektorraumbiindel iber X ;
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(ii) Ist (X, A) ein Ko-Raumpaar und h stationdr auf A, dann kann der Iso-
morphismus so gewdhlt werden, daf$ er tber A die Identitdt ist (d.h.

ho(Ela) = hi(Eja)). .

Korollar 2.13. Sei (X, A) ein Ko-Raumpaar und r : X — A eine Retraktion
(d.h. r(a) = a fir a € A und i or =~ idx(rel A)). Dann gibt es fiir jedes
Vektorraumbiindel E — X eine Abbildung (7,7) : (E,X) — (Ea,A) von
Vektorraumbiindeln, welche auf Ej4 die Identitit ist. O

Korollar 2.14. Sei (X, A) ein Ko-Raumpaar. Seien E und E' Vektorraumbiindel
tber X und f : E|’A — L4 ein Isomorphismus von Vektorraumbiindeln iiber A.

Ferner gebe es einen Isomorphismus ' : E' — E von Vektorraumbiindeln iiber
X und eine Homotopie von Biindelisomorphismen iiber A, d.h. eine stetige Ab-
bildung h : A x I — Iso(E|, Eja), so dafs fir jedes t € I die Restriktion
hy : A — ISO(E(A, E\4) ein stetiger Schnitt ist und hy = f|/A, hi = f gilt.

Dann kann man f zu einem Isomorphismus F' : E' — E von Vektorraumbiindeln
iiber X fortsetzen und h zu einer Homotopie H : X x I — Iso(E', E) dber X mit
H,=f H =F.

BEWEIS:

Da A <— X eine Kofaserung ist, erhdlt man eine Retraktion
r: X xI—AxIUX x{0} wie folgt:

1d ’
AxTUX x {0} -5 Ax TUX x {0} S X x I

R4

X x1I

Essei (rx,ry) :=ior: X x I — X x I. Die Homotopie Id y«; =~ ior ist konkret
gegeben durch A : (X x I) x [ — X x I mit

h(z,t,s) = (rx(z,s-t),s ri(x,t)+ (1 —s)-t).

Nach Korollar 2.13 gibt es also Biindelabbil-
dungen (7,r) : B x I — (Ej, x I) U (E" x {0}) und
(7,r): Ex I —= (EjaxI)U(E x{0}), die beide iiber (A xI)U (X x {0})

die Identitdt sind. Nun verwenden wir die universelle Eigenschaft des Pull-Backs,
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um eine Abbildung H : E' x I — E x I zu definieren:

/

E'x 1 ——~ B, xTUE x {0}

(h,pT‘I)U(f/,O)
X x T —— Ax T3X x {0}

‘A

T
ExI——EsxUE x {0}

r

X xI AxTUX x{0}

H:=prgoH und F := H \E'x{1} sind die gewiinschten Abbildungen. O

Lemma 2.15 (Verkleben von Vektorraumbiindeln). Das folgende Dia-
gramm sei ein Push-Out aus kompakten Hausdorffriumen:

X(]#Xl

12 N

Xy ——— X
J2

Seien p; © E; — X; (i = 1,2) Vektorraumbiindel und ¢ : i{E; — i5E, ein
Isomorphismus tber Xy. Dann erhalten wir durch ,Verkleben“ mit ¢ das Vek-
torraumbiindel E iber X = X7 Uy, Xa, definiert durch

E:=F U, FEy = E; I Ey/ ~,

wobei ~ die folgende Aquivalenzrelation ist: (x,e)) ~ (z,0(x)e)) fiir
re Xy, e € Eyx,=1F. (Dabei  fassen wir ¢ als stetigen Schnitt
v Xo — Iso(ii Ey,i5 Es) auf.)

BEWEIS:
Man erhélt in natiirlicher Weise eine Projektion p : By U, Ey — X, und fiir alle
r € X, bzw. x € X, erbt p~!(z) von E; bzw. Fy eine Vektorraumstruktur. Es
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bleibt zu zeigen, dafl F; U, Ey lokal trivial ist. Wegen der lokalen Trivialitdt von
FE; bzw. E, reduziert sich der Beweis dafiir auf Punkte z € Xj:

Da X; hausdorffsch ist, existiert eine abgeschlossene Umgebung Vi von =z
in Xy, so daf§ Ejy, trivial ist mit der Trivialisierung ©; : Eyy, — Vi x C™.
Sei Oinx, die Restriktion von ©; auf Vi N X, — X; und Ogyinx,

@1‘\/10)(0 (¢] QO_l . i§E2|VlﬁXo i) (‘/1 N X()) X Cn ES ISt ’lg(‘/l N X()) kompakt,
also abgeschlossen in X,. Nach 2.8(ii) findet man eine Umgebung V5, von
i2(Vi N Xo) in X5, so daBl die Fortsetzung O : Ey)y, = Va x C" von Ogyinx,
ein Vektorraumbiindel-Isomorphismus ist. Nun erh&lt man offensichtlich einen
wohldefinierten Isomorphismus ©; U, ©4 : By Uy, Eopyyuy, — (ViU V) x C*. O

Lemma 2.16.
(i) Sei X = X7 U Xy, Xo = Xi N Xy, und alle diese Riume seien
kompakt und hausdorffsch. Ist E ein Vektorraumbiindel diber X, so gilt
= E\Xl UIdE\XO E‘XQ.

(ii) Seien X, X1, Xo, Xo wie in Lemma 2.15. Firi=1,2 seien B; : E; — E|
Isomorphismen von Vektorraumbiindeln diber X;. Dann gilt
By Uy By = By Ug,o 051 By

(iii) Das Verkleben von Vektorraumbiindeln ist vertraglich mit direkter Summe,
Tensorprodukt, Dualisieren . ..

(w) Die Isomorphieklasse von Ey U, Ey hingt nur von der Homotopieklasse der
Abbildung ¢ : i1 Ey — i5Fy ab.

BEWEIS:
zu  (iw): Sei h eine Homotopie zwischen zwei Isomorphismen
o, ¢1 4 Ey — i3F5. Man kann h als Schnitt

h: XO X [ —— ISO(Z.TEl X I,Z;EQ X I)
—— ——
=m*(i{E1) =n*(i5E2)

auffassen, wobei 7 : X xI — X die kanonische Projektion (bzw. die entsprechende
Restriktion davon) ist. Also ist A ein Isomorphismus von Vektorraumbiindeln

h: (’ll X Id)*ﬂ'*El _— <Z2 X Id)*’ﬂ'*EQ
Da auch

| x Id
Xox T2 X 1

’igXId j1XId

Xox [ —— X x1
J2 X 1
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ein Push-Out ist, kann man geméf Lemma 2.15 das Biindel 7* E; U, 7* E5 bilden.
Sei nun f;: X — X x I, z+ (z,t). Da fy ~ fi, gilt nach Korollar 2.12(i)

E1 USOO E2 = fg(ﬂ'*El Uh 7T*E2) = fik(ﬂ'*El Uh 7T*E2) = E1 U<P1 EQ. O



Kapitel 3

K-Theorie und kohomologische
Eigenschaften

Definition 3.1. Sei (X, A) ein Ko-Raumpaar.

(i) Ein Tripel (Ey, f, Ey) iiber (X, A) besteht aus zwei Vektorraumbiindeln
Ey, E; iiber X und einem Isomorphismus f : Ey4 — Epa von Vek-
torraumbiindeln iiber A.

Erj4

w

(ii) Ein Isomorphismus (g1, go) von Tripeln (Ey, f, Ey) und (EY, f', Ej) tiber
(X, A) ist ein Paar von Isomorphismen ¢; : By — E}, go : Fy — E{ von
Vektorraumbiindeln iiber X, so daf§ bei Einschrinkung auf A das folgende
Diagramm kommutiert:

Eoja

g11A
Eqja | 1A
f f'
dojA
Lol (,)|A

(iii) Ein Tripel heit elementar, wenn es von der Gestalt (E,Id, E) ist.

(iv) Zwei Tripel heien stabil isomorph, wenn man nach direkter Summenbil-
dung mit (moglicherweise auch verschiedenen) elementaren Tripeln einen
[somorphismus angeben kann:

(B 1o E, foldg, Ey® E) 2 (Eio E, f'®ldw, Ey® E)

21
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»otabil isomorph* definiert eine Aquival(?nzrelation auf der Gesamtheit aller
Tripel tiber (X, A). Wir bezeichnen die Aquivalenzklasse von (£}, f, Ey) mit

(B, f, Eo).

Bemerkung 3.2. Ein Tripel (Ey, f, Fy) ist genau dann stabil isomorph zum
Null-Tripel (0,1d,0), wenn es ein Vektorraumbiindel 7 iiber X gibt, so dafi man
den Isomorphismus

(f@ld)a: (Er®n)a— (Eo @n)a
von Vektorraumbiindeln iiber A zu einem Isomorphismus
Ei®n— Ey®n

von Vektorraumbiindeln iiber X fortsetzen kann. Der Beweis ist eine einfache
Ubungsaufgabe.

Lemma 3.3.
(i) Seien (Ey, f, E1), (Ev,g, Es) Tripel iber (X, A). Dann sind die Tripel

<E07g © f7 EQ) und (EO S E17 f S g, El S E2)
stabil isomorph.

(ii) Seien (Eo, f, Ey) und (Ey, g, Ey) Tripel iber (X, A). Es gebe eine stetige
Homotopie h : A x I — Iso(Eoa, Eyja) tiber Idg mit ho = f, hy = g.

~ 7

Dann sind die beiden Tripel stabil isomorph.

Eoa

Ej4

BEWEIS:
zu (i): Man rechnet leicht nach, daf folgendes Diagramm kommutiert:

(Ey & Eo)ya (Id:f j (Er @ E)ya
0 Id
(6 gor) )
go
(E1 @ E»)ja % (B2 @ E1)ja % (B2 @ E1)a ‘m:io (B2 @ E1)ja
(1 o) (o 1) (g1 1a)

Wir kénnen f, g und —g~! nach 2.8(ii) zu Abbildungen von Vektorraumbiindeln
iitber X fortsetzen. Die entsprechenden Fortsetzungen der Dreiecksmatrizen
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(Ig IJ;), (Ig I%) und (7;‘1_1 Iod) sind dann offenbar Isomorphismen von Vektor-
0 —Id

raumbiindeln iiber X. Ebenso kann man (71 40

zu (71): Wendet man (i) auf (Ey, f, F1), (E1,g7 !, Fy) an, so liefert das

) auf ganz X fortsetzen.

(Eo@® By, f@® g By ® Ey) Zganit (Eo, g~ " o [, Ey).
Es gilt aulerdem wegen Bemerkung 3.2

<E07 gil o f7 EO) gstabil (07 Id7 0)7

1

da man nach Korollar 2.14 mit Id auch ¢ o f ~ Id zu einem Isomorphismus

iiber ganz X fortsetzen kann. Man hat also
(Eo ® By, f@g ", By ® Ey) an (0,1d,0).

Addiert man nun auf beiden Seiten als direkten Summanden jeweils das Tripel
(Eo, g, F1) und wendet noch einmal Teil (i) an, so folgt die Behauptung. O

Definition 3.4 (Produkt von Ko-Raumpaaren). Seien (X, A), (Y, B) Ko-
Raumpaare. Definiere (X, A) x (Y, B) := (X x Y, X x BUA xY). (Dieses ist
wieder ein Ko-Raumpaar.)

Definition 3.5 (Topologische K-Theorie von (X, A)).

e Fiir ein Ko-Raumpaar (X, A) bezeichne K (X, A) die Menge der stabilen
Isomorphieklassen von Tripeln iiber (X, A). (Ist A = (), so handelt es sich
um Isomorphieklassen von ,Dupeln® [E, Ey], da dann keine Abbildung
iber A vorkommt.)

e Diese Menge bekommt die Struktur einer abelschen Gruppe durch die Ope-
ration direkte Summe. (Nullelement: [0,1d,0] =: 0; Inverses: —[E} f, Ey] =
[Eo, [, E] wegen 3.3(1)).

e Fiir n > 0 definiere nun die (—n)-te K-Gruppe von (X, A) als
KX, A):= K((X,A) x (I,0I)").

Dabei bezeichnen wir mit (1, 9I)" das n-fache Produkt des Ko-Raumpaares
(1,01) mit sich selbst.

e Wir schreiben
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e Die Pull-Back-Konstruktion fiir Vektorraumbiindel macht K~"(—, —) zu
kontravarianten Funktoren von der Kategorie der Ko-Raumpaare in die
Kategorie der abelschen Gruppen.

Bemerkung 3.6. Die auf den ersten Blick vielleicht willkiirlich erscheinende De-
finition von K~ "(X, A) leuchtet ein, wenn man sich iiberlegt, daf§ die Beziehung

H*((X,A) x (I,01)") = H* (X, A)

auch fiir gewohnliche singuldre Kohomologie mit Z-Koeffizienten gilt. Es ist
némlich (Poincaré-Dualitét)

: Z : j=1;

J o ) — ’
H(1,01) = (1) { 0 : sonst.
Also gilt (Kiinneth-Theorem fiir Kohomologie; der Isomorphismus gilt, da
H*(1,0I) frei ist)

HY (X, A) x (I,0D) = @D H'(X,A)®z H/(1,0I) = H* (X, A).

Bemerkung 3.7 (Grothendieck-Konstruktion). In den meisten Biichern
iiber Topologische K-Theorie wird fiir einen kompakten Raum X die abelsche
Gruppe K (X) folgendermaBen definiert:

Sei Vect(X) die Menge der Isomorphieklassen von Vektorraumbiindeln iiber
X. (Vect(X),®) ist eine abelsche Halbgruppe. Die sogenannte Grothendieck-
Konstruktion ist ein Verfahren, mit dem sich jeder abelschen Halbgruppe A eine
abelsche Gruppe K (A) mit der folgenden universellen Eigenschaft zuordnen 1a8t:
Es gibt einen Halbgruppenhomomorphismus « : A — K(A), so daf fiir jeden
Halbgruppenhomomorphismus v : A — G in irgendeine Gruppe G genau ein
Gruppenhomomorphismus « : K(A) — G mit 7 = K o « existiert.

Durch diese Eigenschaft ist K(A) bis auf Isomorphie eindeutig festgelegt
(warum?). Dafl K(A) existiert, iiberlassen wir dem Leser als Aufgabe: Definiere
K(A) (in Anlehnung an unsere Definition von K (X)) als Teilmenge von A x A
mit gewissen Relationen. Dann ist in diesem Sinne K(X) := K(Vect(X)). Wie
sieht die Abbildung « aus?

Unsere Definition hat gegeniiber der Grothendieck-Konstruktion den Vorteil, dafl
man mit der Tripel-Schreibweise auch die relative K-Theorie {iber einem Raum-
paar (X, A) sofort (und auf vergleichsweise einfache Weise) definieren kann.



3. K-THEORIE UND KOHOMOLOGISCHE EIGENSCHAFTEN 25

Beispiel 3.8. Wir betrachten den Fall X = {x}. Uber einem Punkt gibt es nur
die trivialen Vektorraumbiindel n := {x} x C" (n € Ny). Es folgt

K'({x}) =7

mit dem Isomorphismus
[n,m| ——m —n

(Wohldefiniertheit nachpriifen!). Die Umkehrabbildung ist durch die Vorschrift
n — [0,n] gegeben.

Auflerdem gilt
K '({*})=K(,0I) =0.

Denn sei [E), f, Eo] € K(I,0I). Es entspricht f einer Abbildung S° = I —
GL(n,C). Da GL(n,C) wegweise zusammenhéngend ist (siehe Aufgabe 3.9), ist

f bis auf Homotopie iiber ganz I fortsetzbar. Wegen Bemerkung 3.2 ist also
[Ey, f, Eq] = 0.

Aufgabe 3.9. Zeige, daBl GL(n,C) wegweise zusammenhéngend ist. (Tip: Je-
de Matrix iiber C 14t sich auf Dreiecksgestalt bringen.) Zeige auflerdem, dafl
GL(n,R) in zwei Wegekomponenten zerfillt. (Tip: Vermoge Polarzerlegung 148t
sich A € GL(n,R) in der Form A = U - H schreiben mit positiv definiter Matrix
H € GL(n,R) und orthogonaler Matrix U € O(n). Zeige, dal O(n) genau zwei
Wegekomponenten hat, da jede orthogonale Matrix zu einer direkten Summe von
Spiegelungen und zweidimensionalen Drehungen konjugiert ist.)

Aufgabe 3.10. Man kann K-Theorie auch reell definieren, d.h. man betrach-
tet R-Vektorraumbiindel anstelle von C-Vektorraumbiindeln. Alle Definitionen

bleiben wie gehabt. Man spricht dann meist von KO-Theorie. Berechne unter
Verwendung der vorigen Aufgabe KO°({x}) und KO ({*}).

Satz 3.11 (Homotopieinvarianz). Seien fo, f1 : (X, A) — (Y, B) homotope
Abbildungen von Ko-Raumpaaren. Dann gilt

fo=HK"Y,B)— K"(X,A) (n>0).

Insbesondere ist die K-Theorie eines Ko-Raumpaares eine Invariante des Homo-
topietyps.

BEWEIS:
Es geniigt, den Fall n = 0 zu betrachten. Fiir £k = 0,1 sei r, : X x [ — X x I,
(x,t) = (x, k). Ist (E4, f, Ep) ein Tripel tiber (Y, B), so ist
f]:(El, f, Eo) x I = TZ h*(El, f, EQ) R k= O, 1.
—_———

Trp. iib. (XxI,AxI)
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Somit geniigt es zu zeigen: Ist (E, f, Fy) ein Tripel tiber (X x I, A x I), so ist
es stabil isomorph zu r{(Ey, f, Ey) =: (17 Ey, 15 f, 77 Ep). Nach Satz 2.11(i) gibt es
fiir ¢ = 0, 1 Isomorphismen von Vektorraumbiindeln iiber X x [

pi i By — Ejxxpy x I = " E;
mit p;xxq1) = Id. Also folgt

(ElafaEO)%( TTEl >P0\Ax10fO(P1|Ax1)_1, TTEO )
~—~— ~—~—

=B xx{1yx{ =Eo xx{1}x1

Es ist (p0|AX1 ofo <p1|A><I)_1)|A><{1} = f\Ax{l} = Tff\AX{l}-

Bleibt zu zeigen: Zwei Tripel (riEy, f, 71 Ey), (riEy, f,r*Ey) mit fiaxpy = f\Ax{l}
sind stabil isomorph:

f und f entsprechen Abbildungen I —  ISO(Eijax{i}, Fojaxqy) mit

f(1) = f(1). Eine Homotopie von f mnach f ergibt sich also vermoge
f~(= (1)) (= f(1)) ~ f. Wegen Lemma 3.3(ii) sind also (riEy, f, r1Ep)
und (r{Ey, f, riFEy) stabil isomorph. O

Bemerkung 3.12. Sei (X, A) ein Ko-Raumpaar. Zu jedem Vektorraumbiindel 7
iiber A existiert ein Vektorraumbiindel ¢ {iber X, so daf} n ein direkter Summand
von §|4 ist. (Ubungsaufgabe. Zeige dazu: Ist F' ein Vektorraumbiindel iiber dem
kompakten Raum X, so existiert ein Vektorraumbiindel F”, fiir das F' & F” tri-
vial ist. Tip: Endlicher (Biindel-)Atlas mit untergeordneter Zerlegung der Eins.
Konstruiere damit eine Einbettung von F' in ein triviales Biindel iiber X.)

Satz 3.13 (Ausschneidung). Sei das folgende Diagramm ein Push-Out und i,
eine Kofaserung.
X, S X,

19 J1

Xy ——— X
J2

Dann ist jo auch eine Kofaserung, und die Abbildung

jik : K_n<X7 XQ) - K_n<X17X0)

ist fiirn > 0 ein Isomorphismus.
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BEWEIS:

Eine Abbildung X, x I U X x {0} — Y induziert eine Abbildung
XoxTUX; x {0} =Y, und da i; Kofaserung ist, auch eine Abbildung
Xy x I — Y. Mit der universellen Eigenschaft des Push-Outs

i1XId
X()X[;’Xl)([

’igXId

Y

kann man die gewiinschte Fortsetzung X x I — Y konstruieren, also ist js eine
Kofaserung.

Andererseits ist fiir jedes n > 0 das folgende Diagramm ein Push-Out und 7 eine
Kofaserung:

,L'l
Xox I"UX; x 0I" 4 Xy x I"
i Jh
,j/
Xox I"UX x 0I" =2 X x I"
Also geniigt es, Ausschneidung im Falle n = 0 zu beweisen.

Injektivitat von ji: Sei [Ey, f, Ey] € Kern(j;) Daraus folgt 0 = [j7 Ey, i f, i1 Eo]
in K°(X;, Xy). Nach Bemerkung 3.2 existiert somit ein Vektorraumbiindel F iiber
X1, so dafl man den Isomorphismus

i f © g : i1y ® i F — 357 E ® i} F

von Vektorraumbiindeln iiber X, zu einem Isomorphismus iiber ganz X, fortset-
zen kann.

Nach Bemerkung 3.12 gibt es ein Vektorraumbiindel F’ iiber X mit j7 F" = FoF
fiir ein weiteres Vektorraumbiindel F iiber X;. Es ist

i By iz, gy Eol = T (Ey ® F), dis(f © 1dgy, ), 57 (Eo @ F')].

Daher kann man 0.B.d.A. annehmen, daf sich 3 f selbst zu einem Isomorphismus
g : jiEy — 37 Ey von Vektorraumbiindeln iiber X fortsetzen lafit.
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Nun kann man f : Eyx, = jsE1 — Eyx, = j;Eo wie folgt zu einem Isomor-
phismus von Vektorraumbiindeln E; — E; iiber ganz X fortsetzen (konstruiere
Abbildungen zwischen Push-Outs):

i5]s 1 B
Jo En By

Mit Bemerkung 3.2 folgt [E1, f, Fy] = 0 € K°(X, X5).
Surjektivitit von ji: Sei [Ei, f, Eg] € K°(Xi, Xy). Nach Bemerkung 3.12 gibt
es Vektorraumbiindel F' itber X; und Ej itber X mit einem Isomorphismus

Vv:Ey® F = JiEj von Vektorraumbiindeln iiber X;. Sei nun a der folgende
[somorphismus (iiber Xj):

fold ) .
a: (B @ F)x, ~— (Bo® F)x, —> ji Ejx,

o

Wir erhalten das Vektorraumbiindel Ejf iiber X durch Verkleben
Nun sei f": B}y, — Ejx, die Identitdt. Dann gilt
]T[E{?f,?Eé] = [ 1\X17f|,X0’ é\Xl]
[E1®F7 f®1d7EO@F]
= [Ey, f,E]® [F,1d,F]
R/—/

=0 in K9(X1,Xo)
= [Elv f7 EO] O

Unter einem Raumtripel (X, B, A) verstehen wir einen kompakten Hausdorffraum
X mit abgeschlossenen Teilrdumen B D A, so dafl die Inklusionen B — X,
A — B und damit auch A — X Kofaserungen sind. Fiir ein Raumtripel wollen
wir im folgenden eine lange exakte K-Gruppensequenz konstruieren:

Satz 3.14 (Exaktheit). Sei (X, B, A) ein Raumtripel. Dann ist die folgende
Sequenz von K-Gruppen natiirlich und exakt:

i* j* 5—%

oo KX, B) —Ce k(X A) L k(B A) 2
KX, B) — ... L KX, B) —" KO(X, A) < KB, A)




3. K-THEORIE UND KOHOMOLOGISCHE EIGENSCHAFTEN 29

Dabei sind i : (X, A) — (X,B), j: (B,A) — (X, A) die Inklusionen. Die
Abbildung 671 : K°((B,A) x (I,0I)) = K~Y(B,A) - K° X, B) definieren wir
als die Abbildung, die folgendes Diagramm kommutativ macht:

i*
KO9(Xx{0}UBXI,X x{0}UAXTUBx{1}) — KO9(BxI,AxIUBXOI)

. Los—1
i3 : d

A\l
K%(X,B)

bS]
3
X*

KX x{0}UBXI,AxIUBx{1})

1%

Dabei seien 141,75 die Inklusionen und prx die Projektion X x I — X.
Der obere horizontale Pfeil des Diagramms ist wegen Ausschnei-
dung (Satz 3.13) ein Isomorphismus. pri ist ein Isomorphismus, weil
prx (X x{0}UBXxI,AxITUBx{l}) — (X,B) eine Homotopieiqui-
valenz (von Raumpaaren) ist (Satz 3.11). Eine Homotopieinverse konstruiert
man mit Hilfe der Kofaserungseigenschaft von (X, B): Danach existiert eine
Abbildung h: X x I — X x {0} UB x I mit hxxqupxs = Id. Man kann
zeigen, dafl hy : (X, B) — (X x {0} UB x I, A x I UB x {1}) die gewiinschte
Homotopieinverse ist.

Nun definiert man 6" fir das Tripel (X, B, A) als die Abbildung, die folgendes
Diagramm kommutativ macht:

5—n
K_n(B,A) .......................... > K_n+1(X,B)
K=Y (BxI""1 AxI"~luBxaIn—1) KO(XxIn=! BxI"~luXxaIn1t)
i% T =
5—1

K=Y BxI"'uXxaI" 1 AxI"~tuX x9I"~1)

BEWEIS:

e Erxaktheit an der Stelle K°(X, A): Es ist offenbar j* o i* = 0, denn fiir
By, f,Eo) € K°(X,B) ist f: Eyp — Egp ein Isomorphismus, also kann
man bei (i o j)*[E1, f, Eo] = [EuB, fia, Eos] die Abbildung fia zu einem
Isomorphismus iiber ganz B fortsetzen. Somit gilt Bild(i*) C Kern(j*).
Umgekehrt: Sei [E1, f, Eo] € K°(X, A) mit j*[Ey, f, o] = 0 € K°(B, A).
Nach Bemerkung 3.2 gibt es ein Vektorraumbiindel F' iiber B, so daf§ sich
feldg : *E1 & F 5 J*Ey @ F zu einem Isomorphismus g iiber ganz
B fortsetzen 1at. Wegen Bemerkung 3.12 kann man F = j*F’ fiir ein
Vektorraumbiindel F” iiber X annehmen. Es ist [Ey, f, Ey] = [E1 @ F', f &
IdF/, EO D F/] = Z*[El D F/, g, Eo D F/] - Blld(l*)
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e Exaktheit an der Stelle K°(X, B): Dies spielen wir auf den ersten Fall
zuriick. Das folgende Diagramm kommutiert:

KO(Xx{0}UBXI,Xx{0}UAXIUBx{1}) K~Y(B,A)
i% 51
Py
K9(X x{0}uUBxI,AxIUBx{1}) K9%(X,B)
i i*
,[:*
KO(X % {0}UAXIUBx {1},AxIUBx{1}) — KO(X,A)

IR

77 und 4} sind Ausschneidungsisomorphismen, pr¥ ist ein Isomorphismus,
weil prx eine Homotopiedquivalenz von Ko-Raumpaaren ist. Die linke Spal-
te des Diagramms ist nach dem ersten Fall, angewandt auf das Tripel
(X x{0}UBxI,Xx{0}UAXxIUB x{1},AxIUB x {l}), exakt.
Mit einem &hnlichen Argument beweist man die Exaktheit an der Stelle
K=YB,A) = K°(B,A) x (I1,0I)).

o Fxaktheit der Teilstiicke fiir n > 1: Dazu betrachtet man das Tripel
(X xI",BxI"UX x0I"JAxI"UX x0I").

Nach dem, was man schon gezeigt hat, ist die linke Spalte im folgenden
Diagramm exakt, und mit Hilfe des Ausschneidungs-Isomorphismus’ (Satz
3.13) schliefit man daraus auf die Exaktheit der rechten Spalte.

KO(X,A)x (I,01)"*1) K~"1(X,A)

j* j*

.
%3

KO((BxI"UX xI™ AxIMUX x0I™)x(I,0)) —— K~""1(B,A)

IR

6_1 6—n—1
KO((X,B)x(I,01)™) K—"(X,B)
KO((X,A)x(I,01)™) K—"(X,A)

j* ]*

KO(BxIMUXx3I™,AXI"UX xOI™)

|

Aus der Kombination von Ausschneidung und langer exakter Sequenz des Paa-
res ergibt sich - wie bei anderen verallgemeinerten (Ko-)Homologietheorien - die
Mayer-Vietoris-Sequenz:
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Korollar 3.15 (Mayer-Vietoris-Sequenz). Das folgende Diagramm sei ein
Push-Out von Ko-Raumpaaren:

7
(X0, Yy) — (X1, 1)
19 J1

(X2, Y2) B2 (X,Y)

FEs seien entweder

(i) iy und iy)y, : Yo = Y1 Kofaserungen oder folgende Situation gegeben:

(ii) Xo, X1, Xo abgeschlossen in X, Xo = X1N Xy, X = Intx(X;) U Intx(Xs).
(Man nennt dann (X, X1, Xs) eine excisive Triade.) Ebenso sei (Y,Y1,Y3)
eine excisive Triade.

In beiden Fdllen gibt es eine natiirliche exakte Sequenz von K-Gruppen, die so-
genannte Mayer-Vietoris-Sequenz

ot { 5 —n -n Z’f*ﬁé —-n o
- Kﬁn<X7 Y) ﬂ K (X17}/1>@K <X27Yé> — K <X07}/E]) -

—1 sk -k i X
2 KX, Y) P RO(XL Y @ KO(X, Ya) 23 KO(X,, Yo).

BEWEIS:

Wir geben hier nur den Beweis im Falle Y = () an. Die relative Version des Satzes
kann man sehr dhnlich beweisen. Bei der Konstruktion des Randoperators 0"
verwendet man dann statt der Paarsequenzen zu (Xi, Xy), (X, X3) entsprechend
Tripelsequenzen zu (X, Xo U Y1, Y7), (X, XoU Y], Y).

zu Fall (i): Wir definieren zunéchst den (—n)-ten Randoperator 0~", indem wir
die langen exakten Sequenzen zu den Paaren (X7, Xj) und (X, X5) mittels Aus-
schneidung geeignet , aneinandersetzen:

Z'* 5711
KM(X1) = K "(Xo) —= K "Xy, Xo) — K"(X1)

* %k *

9 jik"-.%j(Ausschn.) jl

K7n<X2) W KfnJrl(X’ X2) ?: KfnJrl(X) L2> Kfn+1<X2)

Dabei sei k£ die Inklusion. Definiere also

O =k o(j) tod ™ KT"(Xy) — K "(X).
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Durch eine einfache Diagramm-Jagd zeigt man (unter Verwendung von Satz 3.14),
daB die so konstruierte Mayer-Vietoris-Sequenz exakt ist.

zu Fall (i1): Hier ist die Inklusion Xy —— X i.a. keine Kofaserung mehr. Daher
betrachten wir stattdessen zunéchst die Raume

X' = Xy x{0VUXyx TUXy x {1} C X x I
X; = Xy x{0}UXyx[0,1];
X5 = Xox {1} U Xy x [, 1];
X, = XinX,=Xox{i}.

Dann ist, wie man sich leicht iiberlegt, die Inklusion X —— X7 eine Kofaserung.
Wir kénnen auf X', X! (i =0,1,2) Fall (i) anwenden. Sei pr : X x I — X die
Projektion. Folgendes Diagramm kommutiert (in den Zeilen die offensichtlichen

Abbildungen):

a—n
. ———— K(X!) — K—(X])@K (X)) — K~"(X]) — K—"+(X/) ——— ..

‘(prx/)* ‘(prxi)*@(prxé)* ‘(prx(f))* ‘(prx/)*

o K (X)) — K "(X1)®K " (X3) — K~"(Xo) —> K~"1(X) ——— ..

Offenbar sind prix; : X; — X; (i = 0,1,2) Homotopiedquivalenzen mit
den entsprechenden Inklusionen als Homotopieinversen und damit (prx,)*
Isomorphismen. Man muf} lediglich eine Homotopieinverse zu prix, : X' — X
konstruieren. Nach Voraussetzung ist X = Int(X;) U Int(Xs). Sei {¢1, 19}
eine untergeordnete Zerlegung der Eins. Dann liefert die Abbildung X — X',
x +— (x,19(x)) eine Homotopieinverse. O



Kapitel 4

Produkte in K-Theorie

Ziel dieses Kapitels ist es, K(X) eine Ringstruktur zu geben und K (X, A) zu
einem K (X)-Modul zu machen. Allgemeiner: K*(X) := @,>,K " (X) wird gra-
duierter Ring und K*(X, A) := @,>,K "(X, A) graduierter K*(X)-Modul. Dies
geschieht in mehreren Schritten.

4.1 Vektorraumbiindel-Kettenkomplexe

1. Schritt: Definition von K-Gruppen fir Vektorraumbiindel-Kettenkomplexe

Definition 4.1.1 (Vektorraumbiindel-Kettenkomplex).

(1)

Ein Vektorraumbiindel-Kettenkomplex (VRB-Kettenkomplez) iber dem Ko-
Raumpaar (X, A) ist ein endlich-dimensionaler Kettenkomplex C' = (C., ¢,)
von Vektorraumbiindeln iiber X, dessen Restriktion auf A azyklisch ist.

D.h. es gibt ein N > 0, so dafi C},, = 0 fiir n > N oder n < 0 (,,endlich-
dimensional®), und die Sequenz

CN Cn+1 c Cn—1 C1
0—Cy e ——Cp—Cpy — ...C; —Cy—0

von Vektorraumbiindeln iiber X und Biindelabbildungen erfiillt
Cho10¢, =0 Vn (,Kettenkomplex ... “), und fir jedes z € A ist
die Einschrankung

CN|z Cn|x Cn—1|z
0 - CN|$ - ... Cn\x - n—1|z P > Co|$ O

eine exakte Sequenz von Vektorrdumen (,,Restriktion auf A azyklisch®).

Ein  Kettenhomomorphismus zwischen zwei VRB-Kettenkomplexen
C=(Cice), D = (D,,d,) tber (X,A) ist eine Folge f = (f.) von

33
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Biindelabbildungen, so dafl folgendes Diagramm kommutiert:

Cn+1 C Cn, _ ) Cn—1
fn { fnfl {
dn dn dn_
= Dn Dn—l :

(iii) Eine ezakte Sequenz von VRB-Kettenkomplexen (CF, c¥) ist eine Folge (fF)
von Kettenhomomorphismen

(Ck; Ck;) (ff) (Ck;—l Ck‘—l) (ffil)

* ) Tk

so daBl Vz € X und Vn € N die Restriktion

k—1
fn\z

k—2
Chr s

P P
Cn‘x - C

nlz

eine exakte Sequenz von Vektorrdumen ist.

(iv) Zwei VRB-Kettenkomplexe (E?,€?) und (E}, el) iiber (X, A) heilen homo-

* ) Tk * ) Tk

top, wenn es einen VRB-Kettenkomplex (F,, e,) tiber (X x I, A x I) gibt,
so daf

(Eqxxiiy, exixxiy) = (ELel) (i=0,1).

Dies ist eine Aquivalenzrelation (Bezeichnung: ~) auf der Menge der VRB-
Kettenkomplexe iiber (X, A). Die Transitivitit folgt, da man auch VRB-
Kettenkomplexe geméfl Lemma 2.15 verkleben kann.

Definition 4.1.2. Fiir ein Ko-Raumpaar (X, A) sei K(X, A)¢ die freie abelsche
Gruppe, die von den VRB-Kettenkomplexen iiber (X, A) erzeugt wird, wobei
folgende Relationen gelten sollen:

(i) C, 2D, = [C,]=[D. € K(X, A<,

(i) 0 — C. — D, — FE, — 0 kurze exakte Sequenz von VRB-
Kettenkomplexen = [C.] — [D.] + [E.] =0 € K(X, A);

(i) [..0 > E5 B —50...]=0€ K(X, A"

2. Schritt: Identifikation K (X, A) <> K(X, A)°

Lemma 4.1.3 (Konstruktion eines Homo. a: K(X,A) - K(X, A)°).

Sei [Ey, f, Ey) € K(X,A) und ey : Ey — Ey eine Fortsetzung von f iber ganz X
(siche Lemma 2.8(ii)). Sei (E,,e,) := (0 = E; =% Ey — 0) der eindimensionale
VRB-Kettenkomplex. Setze

a([En, £, Eo]) = [(Ex, es)].
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Wohldefiniertheit: Sei €| : Ey — FEy eine andere Fortsetzung von f. Dann be-
trachte den Kettenkomplex

0 By ox I (t-er+(1—t)-ef)xId

EyxI——0

tiber (X x I, A x I) (Beachte: (t-e; + (1 —1t)-€}), = fo Vo € A). Somit gilt
also (B, e.) >~ (E, €.), damit folgt [(E, e.)] = [(Ex, €,)] in K (X, A)°. AuBerdem
beachte noch, dafi elementare Tripel gemé8 Definition 4.1.2(iii) auf 0 € K (X, A)°
und isomorphe Tripel wegen Definition 4.1.2(ii) auf dasselbe Element abgebildet
werden.

Bemerkung 4.1.4. Es sei (Cy,¢,) ein VRB-Kettenkomplex iiber (X, A). Ei-
ne Kettenkontraktion (iber A) ~ ist eine Familie von Biindelabbildungen
Yn i Cnja — Cpyja liber A mit der Eigenschaft v, o cyja + crq1ja © v = Ida.

Cn+1|A Cn|A
Cn+1|A > UnlA > Un—1|A cee

Tn IdA Tn—1

A\

CYn|A

Cn+1|A Cn\A

[oRyp—

CYn—|—1|A

Wir zeigen zunéchst die Existenz einer solchen Kettenkontraktion. (Dies ist in
gewissem Sinne eine , parametrisierte® Form des vielleicht aus der Algebraischen
Topologie bekannten Satzes: Ein freier Kettenkomplex ist genau dann azyklisch,
wenn er kontraktibel ist.)

Wihle auf jedem C), eine Riemannsche Metrik. Dann kann man mit der Vorschrift

*

<Cn+1|m(v),w>cn‘z = (v,cm(w))cnﬂ‘z (v € Criija, w € Cpp)
zu jedem ¢, einen fasernweise adjungierten Operator
e, Cp — Chiq
definieren. Es gilt fasernweise offenbar die Beziehung

Kern(ci, )" = Bild(c, 1)) (4.1)

n|z

Fir z € A folgt aus H,(Cy;) = 0 auBerdem Bild(c,11,) = Kern(cyz), also ist
firx e A

Chje = Kern(cy,) L Kern(cy,,). (4.2)
Wir definieren den Laplace-Operator

A":=c; _jocy+cppoc  Cp— C.
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Fir z € A ist A? ein Isomorphismus: Denn sei z € A, v € Cyjp mit AZ(v) = 0.
Dann folgt (Der Index x an den Operatoren wird der Einfachheit halber wegge-
lassen.)

A"(v),v)

y0C, o) (v),v)
v), en(v)) + (V) ¢ (v))
= llea()[I* + [l ()1

O
3
—

Also ergibt sich mit (4.2)

v € Kern(c,|;) N Kern(cy,,) = 0.

n|m
Wir kénnen somit die Abbildung 7, : Chja — Cpy1ja

Tn = (Aﬁz—l)_l o C:|A
definieren. Man rechnet nach, dafl v,, eine Kettenkontraktion ist.

Lemma 4.1.5 (Konstruktion eines Homo. b: K(X, A)* — K(X, A)).
Sei wie oben (Cy, ¢,) ein VRB-Kettenkomplex iber (X, A). Nun definiert man fir
eine beliebige (1) Kettenkontraktion

b([0*7 C*]) = [Cun97 (C|A + 7)7 Cger]

mit Cung = EBkEZC2k+1 und Cger = @kGZCQk-
Wohldefiniertheit: Wir miissen zeigen

(i) (cja+y) ist ein Isomorphismus;
(i) [Cung, (cja +7), Cger] ist unabhéngig von der speziellen Wahl von .
(iii) b ist mit den Relationen in K (X, A)¢ vertréglich.

Teil (ii) benttigt man zum Beweis von Teil (iii), da man dann die Abbildung mit
einer beliebigen Kettenkontraktion definieren kann.

Zu (i) und (ii): Sei v = (v)) eine andere Kettenkontraktion. Definiere
0" 1 Cpja = Chyoa als 6" := (7,41 — Yn+1) © ¥ und damit die Abbildungen

Id+6
f C(ger|A - Cger\A und

(ca+7) / qaty’
g: Cunger|A ’ Cger\A ’ Cger\A ’ Cunger\/b
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Man iiberlegt sich, dafl f und g durch Dreiecksmatrizen gegeben sind, bei denen
alle Diagonaleintriage die Identitét sind, also sind f und g Isomorphismen. Aus
der Definition von g folgt somit, da8 (¢4 + ) injektiv, (cja + ') surjektiv ist.
Aus Symmetriegriinden sind also beide Abbildungen Isomorphismen. Damit ist
(i) bewiesen.

Wir  definieren nun  eine  Homotopie  von  Biindelisomorphismen
h: Cungia X I — Cyerja durch

he == (Id+t-6) o (ca + ).

Es ist ho = (¢ja +v) und hy = fo(ca+ ). Sei p: X x I — X die kanonische
Projektion. Dann ergibt sich mittels h der folgende Isomorphismus von Biindeln

iiber A x I:

h :<p*Cung>|A><I (p*Cger)\AXI
l B h x Id l -
C(ung|A x I ks Cger\A X I

Damit ergibt sich das Tripel [p*Ciyng, h, p*Cyer] iiber (X x I, A x I) (aufgefafit in
K(X xI,AxI)). Firk=0,1seii,: X — X x I, z— (x,k) die Inklusion. Die
beiden Abbildungen sind homotop, daher folgt aus Satz 3.11

i =1} K°(X,A) x I) = K(X, A), also ist

[Cunga (C\A + 7)7 Cger] - 'LS [p*cunga Ea p*Cger]

= ZT [p*Cung7 E7 p*Cger] = [Cung7 f o (C‘A + 7)7 Cger]-

Dasselbe Argument kann man auf die Abbildung (cj4 +9/) ! o g anwenden, und
dies fithrt zu

[Cunga (C\A + 7,)_17 Cger] = [Cun97 (C|A + ’7/) °g, Cger]~

Wegen f o (ca+7) = (ca+7)""og folgt aus den letzten beiden Gleichungen
jetzt (das zweite ,,=* folgt wie das erste im speziellen Fall v = +/)

[Cun97 (C|A + 7)7 Cger] - [Cunga (C\A + 7/)_17 Cger] = [Cun97 (CA + 7,)7 Cger]a

und damit ist (i) bewiesen.

Zu (1i1): Vertraglichkeit von b mit den Relationen in K (X, A)°.

o C.~D, = b([C.]) = b(|D.]) wegen Homotopieinvarianz (Satz 3.11); vgl.
obiger Beweis.
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e Sei0 — O, 2 D, s E, — 0 eine exakte Sequenz von VRB-
Kettenkomplexen. Wihle eine Kettenkontraktion € von Ej4. Wir wollen
einen Spalt s, : £, — D, von p, konstruieren (insbesondere muf s, eine
Abbildung von VRB-Kettenkomplexen sein):

Es ist i,(C,) ein Unterbiindel von D, fiir n > 0. Sei C; das or-
thogonale Komplement von i,(C,) in D,, nachdem man jedes D, mit
einer Riemannschen Metrik versehen hat. Dann ist die Einschrénkung
Pnl C’Tf — F,, ein Isomorphismus. Sei j, : C’,f — D,, die Inklusion und
ty = jn © (pn|)*1 - B, — D,.

Problem: t, mufl im allgemeinen noch keine Kettenabbildung sein.
Trick: Definiere

Spi=dp 10ty 106, +ta0eu 106, By — D,

Man rechnet nun leicht nach, dafl s, eine Kettenabbildung und ein Spalt zu
P« ist. Man erhélt somit einen Isomorphismus von VRB-Kettenkomplexen

1.Ds,.:C.,OFE, = D,.

Nun {iberlegt man sich leicht, dafl die Konstruktion von b mit
direkter Summenbildung vertriglich ist, d.h. es ist b([D.]) =
b([Cs @ EL]) =b([C.]) @ b([EL]).

o SchlieBlich gilt b([... > 0 = E —2e E -0 — ...]) = [E,1dp, E] = 0 €
K(X,A). O

Wir wollen zeigen, da8 die Homomorphismen a und b zueinander invers sind. Fiir
den Beweis benttigen wir die folgenden beiden Lemmata:

Lemma 4.1.6. Sei (X, A) ein Raumpaar. Seien Ey, ..., E, Vektorraumbiindel
tiber X und o; : Eja — E;_1ja (1 <9 < n) Bindelhomomorphismen, so daff die
Sequenz

On o1

0 Ena B qja —= Eoja 0

(fasernweise) exakt ist. Dann kann man die o; zu Bindelhomomorphismen
pi - By — E;i_y fortsetzen, so daf p;opiy1 =0 (1 <i<n—1) gilt, d.h. dafs

0—sE, -2 p 2L 2L E 0

ein VRB-Kettenkomplez tiber (X, A) ist.

BEWEIS:
Wir zeigen: Es gibt eine offene Umgebung U von A in X und Fortsetzungen
7 By — Eioyp von 0; (1 <i<n—1),so0dal

n

0 En\U En—1|U o e o, EO\U > O
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exakt ist. Dann ist man fertig, wenn man die 7; mit einer Funktion f : X — [0, 1]
mit fl4 =1 und fjx\v) = 0 multipliziert und so auf ganz X definieren kann.

Wir gehen induktiv vor und zeigen fiir 0 < ¢ < n, dafl es eine abgeschlossene
Umgebung U; von A in X gibt mit Fortsetzungen 7, ...,7; von oy, ...,0; auf U,

so daf3

Ti—1 T1

Ti
Ei‘Ui - EZ'71|UZ' o E0|Ui —0

exakt ist. Der Induktionsanfang fiir ¢ = 0 ist trivial (Uy := X). Beim In-
duktionsschritt setze K; := Kern(7;). K; ist ein Unterbiindel von FE;y,, weil
Rang(7;) = dim(Kern(r;_1);)) = const. ist wegen Exaktheit und Induktions-
voraussetzung. Wir konnen o, als Schnitt von Hom(EiH‘Ui, K;) iiber A C U;
auffassen, und nach Lemma 2.8(i) kénnen wir o;,1 zu 7,41 auf U; fortsetzen. Fiir
r € A ist ferner Rang(7;41),) = Rang(o41),) = dim(K;,), also maximal. Da der
Rang (als Funktion von x) lokal hochstens ansteigen kann, finden wir in U; auch

eine abgeschlossene Umgebung U, von A, so dafl 041v,,, : Eivjv,,, — K,
surjektiv ist. O
Lemma 4.1.7. Seien

0— B, =+ B, ; == 2. E, 0 = (B, 0,),

0— By~ B 2 By —— 0 = (E.7)

VRB-Kettenkomplexe iber (X, A) mit
gija=Tia (1 <i<n).

Dann gilt
[E.,0.] = [E., 7] € K(X, A

BEWEIS:
Wir zeigen, dafl (F,,o,) und (FE,, 7.) homotop als VRB-Kettenkomplexe iiber

(X, A) sind. Wir definieren dazu auf X x {0} U X x {1} U A x I den VRB-
Kettenkomplex (F\, p,) mit

(F*7 SO*)\XX{O}
(F*aﬂp*)\Xx{l} =
(Fi, pe)jaxr =

Jetzt miissen wir uns noch iiberlegen, dafi man (Fi,¢.) zu einem VRB-
Kettenkomplex iiber ganz X x [ fortsetzen kann. Erst einmal wéhlen wir die
offensichtlichen Fortsetzungen auf X x [0, 1] und X x [2,1]. Nun wéhlen wir eine
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abgeschlosssene Umgebung V' von A in X, so da8 (E,,0.)y und (£, 7,)v noch
azyklisch sind. Nach Lemma 4.1.6 kann man den so auf V x {3 }UAx[1, 3]UV x {3}

1014
gegebenen azyklischen VRB-Kettenkomplex zu einem auf X x [, 3] fortsetzen.

>, 174
Uber V x {1} und V x {3} stimmt dieser mit den zuerst definierten Fortsetzun-
gen auf X x [0,1] bzw. X x [2,1] iiberein. Daher definiere nun eine Funktion

f:X x I —[0,1] mit

e f=Tlauf X x {0} UA X TUX x {1};

o f=0auf (X\V)x {1} U(X\V)x {3}.

Wenn wir alle Differentiale der konstruierten Fortsetzungen mit f fasernwei-
se multiplizieren, ,passen“ die Fortsetzungen zusammen und ergeben eine von
(Fy, ps) auf ganz X x I. O

Lemma 4.1.8. Die Homomorphismen a und b sind zueinander invers.

BEWEIS:

Leicht zu sehen ist b o a = Idg(x 4). Es geniigt nun zu zeigen, dafl a surjektiv
ist. Dazu muf man zeigen, daf sich die Klasse [(C,, c.)] € K(X, A)¢ jedes VRB-
Kettenkomplexes (C,, ¢,) durch einen eindimensionalen VRB-Kettenkomplex re-
prasentieren laf3t.

In K(X,A)° gilt offenbar die Gleichung

[O Cn Cn Cnil Cn—1 C1

Cy— 0] =

0— Cp 2% 0y @ G 2158
Die beiden Biindelabbildungen (¢, ® 0)j4 und (0 ®1d)4 : C;, — C—; @ C,, sind
(linear) homotop als Biindelmonomorphismen iiber A. Wir kénnen (0 @ Id)|4 zu
einem Monomorphismus 0 @ Id iiber ganz X fortsetzen. Nach Korollar 2.14 (in
leicht abgewandelter Form) l&8t sich deshalb auch (c, ® 0)4 zu einem Mono-
morphismus 7 : C, — C,_1 ® C, iiber ganz X fortsetzen. Es ist 7(C,,) ein
Unterbiindel von C,,_1 ® C,,. Sei @ ein Komplement von 7(C,,) in C,,_1 & C,, und
v = (o1 @ 1d) g : Q — Cpiy @ C,. Dann stimmen der VRB-Kettenkomplex

C1

Cn_Q@Cn—> —’CQ—>O]

cn®P0 cn_1®Id
0—C, > C1®C,

Cn,QEBCn—> i>C(0—>O

und der VRB-Kettenkomplex

YOPTQ

O—’Cni’T(Cn)@Q—' n—Z@Cn

C1

- C) 0
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iiber A iiberein. Somit repréasentieren sie nach Lemma 4.1.7 dieselbe Klasse in
K(X,A). Da nun aber gilt

[0 — C, > 7(C,) — 0] = 0 € K(X,A)
(vgl. Definition 4.1.2(iii)), folgt insgesamt

C1

0— C, = Cp g =25 . Co 0] =

[0 0 Q—+Chy®Cy— ... =+ Cy—0].

Dieser letzte VRB-Kettenkomplex ist aber der Linge nach gegeniiber dem ersten
um eine Dimension verkiirzt. Per Induktion folgt die Behauptung. O

4.2 Definition von Produkten in K-Theorie

Definition 4.2.1 (Tensorprodukt von VRB-Kettenkomplexen).

Sei C = (Cy,yc) ein VRB-Kettenkomplex iiber (X, A) und
C':=(Cl.,c) ein VRB-Kettenkomplex tber (X', A"). Das Tensorpro-
dukt (C @ "¢, ® Id'+1d®c,) sei der folgende VRB-Kettenkomplex iiber
(X, A) x (XJA) = (X x X' X x AUAXxX'):

(C® )= @ CiaC;
i+j=n

Dabei bezeichne EQFE’ fiir Vektorraumbiindel E iiber X und E’ iiber X’ das
sogenannte dufiere Tensorprodukt

EQE =% (E) @ mi/(E')

(Tensorprodukt von Vektorraumbiindeln iiber X x X'), wobei mx : X x X’ — X
und 7y : X x X’ — X' die kanonischen Projektionen sind. Das n-te Differential
(C®C")p = (C®C)py wird auf dem Summanden C;®C durch

¢;®1d+(—1)"1d &d]

gegeben. Man iiberlegt sich, dafl diese Konstruktion tatsédchlich einen VRB-
Kettenkomplex tiber (X, A) x (X', A") liefert.

Lemma 4.2.2. Das Tensorprodukt wvon VRB-Kettenkomplexen ist in bei-
den Komponenten mit den Relationen in K(X,A)* bzw. K(X' A"
(vgl. Definition 4.1.2) vertrdglich und natirlich. O



42 4. PRODUKTE IN K-THEORIE

Korollar 4.2.3. Es gibt eine natiirliche Paarung
K(X, A @ K(X', A —2 K((X, A) x (X', A)°

(links ein Tensorprodukt von abelschen Gruppen). Diese Paarung erfillt das ka-
nonische Assoziativ- bzw. Kommutativgesetz. Genauso hat man fir m,n > 0
natirliche Paarungen

K((X,A) x (I,oD)")* @ K(X',A") x (I,01)™)°
L K((X,A) x (X, AY) x (1,00 ™,
Nach Lemma 4.1.8 gilt nun aber

also erhdlt man fiir n,m > 0 natirliche Paarungen
KX, A) @K ™X' A) — K "™(X,A) x (X, A).

Dieses dufsere Produkt x @ y — x Uy nennt man auch Cup-Produkt.
Beispiel 4.2.4. Das Cup-Produkt

K'(X)® K°%(X') — K°%(X x X')
ist gegeben durch
[E1, Eo) U [Ey, B} = [E\®E, ® EyQE,|, EiQFE, ® EyQE).
Beachte dabei: Tripel iiber (X, A) werden zu ,Dupeln, wenn A = () ist.

Korollar 4.2.5. Von besonderem Interesse ist der Spezialfall (X', A’) = (X, B)
mit B C X.

Die Diagonalabbildung (verkniipft mit der Inklusion)
A:(X,AUB)— ((X,A4) x (X, B)), =+ (x,7)
liefert einen Homomorphismus
A KX A) x (X, B)) — KT"™(X, AU B).
Zusammen mit der Paarung aus 4.2.3 ergibt sich das Produkt
K"X, A K™"X,B)— K ""™(X,AUB),

das wir kiinftig mit x ® y — x -y bezeichnen werden. O
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e A =B =10 K*X) := ®p>, K "(X) wird so kommutativer assoziativer
graduierter Ring mit Eins. (, Kommutativ* meint hier natiirlich , kommu-
tativ als graduierter Ring*.)

e Genauso kann man fiir A C B C X ein Produkt
K" X))@ KT™"(B,A) — K""™(B,A)

definieren. Dann ist K*(B, A) := @, (B, A) graduierter Modul iiber
K*(X).

e Man iiberlegt sich, da8 die von Inklusionen i : (B’, A") — (B, A) induzierten
Abbildungen i* : K™"(B,A) — K (B’, A') K°(X)-linear sind; insbeson-
dere sind dann auch alle in der langen exakten Sequenz (Satz 3.14) vor-
kommenden Abbildungen K (X)-linear Auflerdem ist auch der Ausschnei-
dungsisomorphismus K (X )-linear.

Fiir spéter beweisen wir noch eine Rechenregel.

Lemma 4.2.6. Seien a,a’ € K(X), b,0' € K(Y). Dann ist
a-adUb-b =(aUb) (' UY) € K(X xY).

BEWEIS:

Sei7: X xY — Y x X die Abbildung, die die beiden Faktoren vertauscht. Die
Aussage ergibt sich aus dem folgenden kommutativen Diagramm:

Id @7*®Id
K(X)®K(YV)RK(X)K(Y) ——— K(X)®K(X)®K(YV)®K(Y) =— K(X)®K(X)®K(Y)®K(Y)
U (1) U (2) URU
(Id x7xId)* u
K(XXYxXxY) K(XXxXXYXY) +— K(XXX)QK(Y XY)
A* (3) (AxA)* (4) A*@A*
@]
K(XxY) K(XXY) = K(X)QK(Y)

Begriindung der Kommutativitdt: (1), (4) wg. Natiirlichkeit von U; (2) wg. As-
soziativitdt von U; (3) kommutiert bereits auf Raumniveau.

Wihlt man als ,, Weg® die linke Vertikale im Diagramm, so wird a ® b ® a’ @ O/
auf (a Ub) - (a/ Ub) abgebildet. Geht man dagegen ,rechts auflen herum®, so
wirda®b®ad @b auf a-a’ Ub- 1 abgebildet. O
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Aufgabe 4.2.7. Sei X ein kompakter zusammenhéngender wohlpunktierter
Hausdorffraum mit Basispunkt pt (siehe Definition 1.4). Zeige, dafl jedes Ele-
ment in K°(X) := K°(X, pt) nilpotent ist, d.h. es gibt fiir jedes z € K°(X) ein
n = n(z) mit 2™ = 0.

Tip: Betrachte fiir eine abgeschlossene Teilmenge ¢ : Y — X die Gruppe
Ky(X) := Kern(i* : K(X) — K(Y)). Verwende die Ringstruktur von K (X),
um zu zeigen, da Ky (X) - Ky/(X) C Kyuy/(X) gilt. Nun Induktion und geeig-
nete Wahl der Mengen Y.

Aufgabe 4.2.8. Kann das n aus der vorigen Aufgabe fiir die Rdume X = S™,
RP™ oder CP™ auch global (d.h. ein festes n fiir alle ) gewahlt werden? (In
diesem Fall nennt man den Ring K O(X) milpotent.) Wenn ja, dann finde jeweils
ein moglichst kleines n.



Kapitel 5

Bott-Periodizitat

Die diesem Kapitel zugrundeliegende Ausarbeitung stammt von Christian We-
ber und entstand im Rahmen eines Seminars iiber topologische K-Theorie unter
der Leitung von Dr. Peter Teichner am Fachbereich Mathematik der Universitét
Mainz im WS 1991/92. Aus Anlafl eines weiteren K-Theorie-Seminars im SS 1996
unter der Leitung von Prof. Matthias Kreck und Dr. Peter Teichner wurde der
Text iiberarbeitet und ergénzt.

5.1 Der Periodizitatssatz und Folgerungen

Bezeichnung 5.1.1. Wir werden oft folgende Bezeichnungen verwenden:

~Y

e H sei das kanonische Linienbiindel iiber S? = CP! (sogenanntes

Hopfbiindel), H das duale Hopfbiindel.

e [st £ ein Vektorraumbiindel {iber dem Raum X, so bezeichnen wir mit
E € K°(X) verkiirzt die Klasse [0, E]. (Dann ist [E,0] = —F.)

e Essein:= X x C"” das triviale n-dimensionale Vektorraumbiindel iiber X.

Ziel des Kapitels ist der Beweis von

Satz 5.1.2 (Bott 1958, Atiyah-Bott 1962).

(i) K(S?) = (1,H) = Z?. Die Ringstruktur ist gegeben durch die Relation
(H—1) =0,

(i) Die dufsere Multiplikation

p: K(X)® K(S?) — K(X x 5?%)
a®b —— aUb:=7%(a) ® 7 (b)

45
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(rx, T2 kanonische Projektionen) ist ein Isomorphismus von Ringen. (Die
Ringstruktur auf dem Tensorprodukt ist durch die komponentenweise Mul-
tiplikation gegeben.) g

i

Bemerkung 5.1.3. Fiir einen Raum X und pt - X2 (X, pt) sei
¢ : X — pt die Kollapsabbildung. Dann spaltet die folgende Sequenz natiirlich

K(X,pt) L K(X) == K(pt).

Dieser Spalt ist mit dem externen Produkt vertrédglich. Somit kommutiert das
folgende Diagramm:

K(X) @ K(52) 1d®j»«:1d®c* K(X) @ K(5% p)@K (X) @ K (pt)
w2 (512) il ~
K(X x ) = K(X x ($,pt) & K(X x pt)

(1d x§)*®(Id xc)*

Fiir einen wohlpunktierten Raum X mit Basispunkt = (siehe Definition 1.4) kann
man die reduzierte K-Theorie definieren als (vgl. Aufgabe 1.3)

K™(X) := KX, pt).
Es ist nach Satz 5.1.2
K(S?pt)=(fo=1—H :=[H1]) 27
——
Bott-Element

mit der einzigen Relation 32 = 0. Vermoge Ausschneidung (Satz 3.13) folgt aus

dem Push-Out
Sl o D2

|

pt —— §?
der Isomorphismus
K(X x (S%,pt)) 2 K(X x (D% 8") 2 K(X x (I%,0I*)) = K*(X).
Korollar 5.1.4. Sei j* : K(S% pt) — K(D?* S') = K(I? 0I?) der Ausschnei-
dungsisomorphismus und
52 = ]*(62) € K(D2v Sl)?
so erhdlt man fir jedes Ko-Raumpaar (X, A) und fir n > 0 einen Isomorphismus

UB2

KX, A) — K"4(X, A).
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BEWEIS:
Wegen der Definition der hoheren K-Gruppen geniigt es offenbar, den Fall n =0
zu betrachten. Identifizieren von A zu einem Punkt (p : (X, A) — (X/A,pt))

fiihrt zu dem Push-Out
pt — X/A

I

A— X.
Da A — X eine Kofaserung ist, gilt dies auch fiir pt — X/A, und folgendes
Diagramm kommutiert:

UB2

K(X,A) K((X,A) x (D? 8Y)

pr= (px Id)" |=
Ups 2 ol
K(X/A, pt) — K((X/A,pt) x (D", 57))

Also geniigt es, den Fall A = pt zu beweisen: Aus dem kommutativen Diagramm
mit exakten Zeilen

0 K(X,pt) —— K(X) K(pt) 0
Ups ~ | UB, = | UB,
0 K *(X,pt) — K *(X) — K *(pt) 0
und dem Fiinfer-Lemma folgt mit Bemerkung 5.1.3 die Behauptung. O
Definition 5.1.5. Fiir n > 0 definieren wir
K"(X,A):=K"(X,A)
und machen so K* := @, ., K" zu einer 2-periodischen verallgemeinerten Ko-

homologietheorie.
Korollar 5.1.6. Mit Beuspiel 3.8 ergibt sich also

n ~ ) Z : n gerade;
K" (pt) = { 0 n ungerade.

Eine direkte Folgerung daraus ist

oM QN ~ Jom n qon—1\ ~ rm—n ~ Z m-—n 67’6Ld€,'
K™(S") = K™(D",S" ") 2 K (pt):{ 0 : m—nqgmgemde.
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Korollar 5.1.7 (Brouwerscher Fixpunktsatz). Jede  stetige  Abbildung
f: D" — D™ besitzt einen Fixpunkt (d.h. es gibt x € D™ mit f(x) = z).

BEWEIS:

Ist f(z) # z fiir alle x € D™, so kann man fiir jedes x € D" den Halbstrahl im R”
von f(z) nach = betrachten. Er schneidet S"~! in einem Punkt r(x). Dies liefert
eine Retraktion r : D" — S™1 Sei i : S"! — D" die Inklusion. Folgendes
Diagramm miifite kommutieren:

Id

[?1171(‘5%71) [?1171(‘5%71)

N

Knan

Dies ist aber ein Widerspruch, da ja K" '(S™!) = Z ist, aber
K" 1(D") = K" (pt) = 0. O

Bevor wir mit dem Beweis von Satz 5.1.2 beginnen, wollen wir mit Hilfe des
Bott-Isomorphismus’ i noch die Ringstruktur von K(S?™) := K°(S*") ~ Z
untersuchen.

Korollar 5.1.8. Fiir m > 1 ist K(S?™) = (Byn) (als Ring) mit der einzigen
Relation 33, =0

BEWEIS:
Wir konstruieren einen Ringisomorphismus

am t K(S?) @ ... @ K(S?) — K(S*™).
m?r;al

Dann setzen wir

Bom = (B2 @ ... @ Ba).
—_———

m-mal

Die Behauptung folgt aus 33 = 0.

Zur induktiven Konstruktion von «,, betrachte das folgende kommutative Dia-
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gramm von Ringisomorphismen:

R(S" @ K57 e k(5" pt) x (5 p)
= lAusschn. = lAusschn.— = | Ausschn.
K(D", S" e K(D?, S8 % K(D™ x D* 8" ' x DU D" x S1)
Tt K(DM? S
= | Ausschn.
K (8", pt)

@, ist der Isomorphismus, der von dem Homoomorphismus von Paaren
(Dntk Snth=1)y ~ (D" x D* St x DF U D" x Sk-1) (siehe z.B. [St-Zi, Bei-
spiel 1.1.10]) induziert wird. O

Beweisskizze zu Satz 5.1.2: Unser Beweis der Bott-Periodizitét erfolgt durch
explizite Konstruktion einer Inversen v : K(X x S?) — K(X) ® K(S?). Da man
die K-Theorie eines Raumes kennt, wenn man die Vektorraumbiindel iiber die-
sem Raum im Griff hat, sollte man zunéchst versuchen, die Vektorraumbiindel
iiber X x S? zu verstehen. Deshalb iiberlegt man sich, daf} es zu jedem Vektor-
raumbiindel E iiber X x S? ein Vektorraumbiindel F' iiber X und eine Klebe-
funktion f: S — AUT(F) gibt, so dal E durch Verkleben von dem auf X x 5%
zuriickgezogenen Biindel F' mit f entsteht. S% bedeutet die obere und untere
Halbkugel.

Dann zeigt man, dafl man die Klebefunktion f 0.B.d.A. als Polynom in z € S!
mit Koeffizienten in END(F') annehmen kann, und zeigt, da man durch den
Ubergang zur n-fachen Whitneysumme von F (=: n - F) erreichen kann, daf8 die
Klebefunktion ein lineares Polynom ist. Jetzt schliellich zeigt man, und das ist
der Hauptschritt des Beweises, dal n - F' in zwei Unterbiindel aufspaltet, deren
Summanden entweder mit der konstanten oder der Funktion -z verklebt werden
konnen. In Termen dieser Unterbiindel gibt man nun die Inverse v zu p an, zeigt,
daf} sie unabhéngig von allen getroffenen Wahlen ist, und rechnet nach, daf es
wirklich eine Inverse ist.
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5.2 Vektorraumbiindel iiber X x 52

Vorbemerkung: Die Sphire S? zerlegt sich in die obere und untere Hemisphire:
5% =52 US?% mit $7 NS2 = St Dabei fassen wir S* als Menge der komplexen
Zahlen vom Betrag 1 auf. Diese Zerlegung iibertrigt sich natiirlich auf X x S2,
und man erhélt

XxS=XxS5UX xS mit X xSTNXxS2=XxS.

Mit 71 : X x S2 = X und 71 : X x ST — X bezeichnen wir die Projektionen.
Ist nun ein Vektorraumbiindel F iiber X und eine Abbildung f : S' — AUT(F)
gegeben, so liefert die Konstruktion

{F7 f} = 7T+F Uf T F = 7T+F I 71-*Pj/(zur,v)w(zf,f(z)v)

ein Vektorraumbiindel iiber X x S?. 25 bedeutet: zy € S' C S%. Dabei wird die
Faser von 7% F iiber (z,z;) € X x S durch f(z) mit der Faser von n_F iiber
(z, z_) identifiziert.

Lemma 5.2.1. Sei E ein Vektorraumbiindel iber X x S?. Dann gilt

(i) Es gibt ein Vektorraumbiindel F iiber X und ein f : S' — AUT(F) mit
{F.[}=FE.

(ii) Die Isomorphieklasse von {F, f} hdingt nur von der Homotopieklasse [f]
und der Isomorphieklasse von F' ab.

(iii) Sind F,F' € Vect(X), A, B € ISO(F, F"), f: S' — AUT(F), so gilt
{F.f}y={F',BofoA™'}.
(iv) Ist {F, f} =4 {F', '}, so gibt es A € ISO(F,F') mit f' ~ Ao fo AL :
S — AUT(F").
(v) Es gelten folgende Rechenregeln:
{F.fre{r, f}={Fer fef}
{F. fre{r ft={FeF, faof}

BEWEIS:

zu (i): Sei also E € Vect(X x S?) gegeben. Die Einschrinkung von
E auf X x {1} C X x 5% liefert ein Biindel F iiber X. Da die Inklusion
ir : X =X x {1} = X x S? eine Homotopiedquivalenz ist, gibt es Isomor-
phismen uy : Ejx.s2 - miF. Da E = E\Xxsi Uld 1 Eixyg2, folgt mit
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f=(u_ oujrl)‘Xqu die Isomorphie £ = 71 F Uy 7 I'. Nun fassen wir f €
AUT(n%, F) als Abbildung f : S' — AUT(F') auf und sind fertig.

zu (ii): Dies folgt aus Lemma 2.16(iv).

zu (111): Der Biindelisomorphismus A Il B: 73 F U n* F — 7 F' Il 7* F' fakto-
risiert durch die Relation und liefert einen Isomorphismus zwischen {F, f} und

{F',Bo fo A1}

zu (iw): Es folgt sofort: F = {F flxxnv =2 {F,f}xxv =& F
vermoge A:= ¢ xxn € ISO(F,F'), wobei N = (0,1) € S* =
{(z,t) € C x R||z|* + ¢* = 1}. Nach Teil (iii) gilt {F, f} 2 {F',Ao fo A1} =,
{F",f'} mit ¢:= (A Uy A_)o¢™! wobei Ay :7iF — 7L F' die von A in-
duzierten Abbildungen sind. Wegen ,xxn =1Id nach Konstruktion geniigt
es nun, noch folgenden Spezialfall zu beweisen: {F,f} =, {F, f'} mit
dxxn = Id, so gilt: f ~ f': S' — AUT(F). Die Einschrinkung P|x 52
konnen wir wegen {F,f}x.s2 = S} x F als Abbildung S} — AUT(F)
auffassen. Aus den Relationen in {F, f} bzw. {F, f'} ergibt sich fiir z € S
f'(2) = ¢(2) o f(2) o p~(2) € AUT(F). Definiere nun H : S' x I — AUT(F)
vermoge Hy(z) =¢((tz,V/1—12))o f(2) o ¢ ((tz,v/1 —t2)). Dann folgt
Hy(2) =p(N) 0 f(2) 0 67 (N) = f(2) wnd Hy(2) = 6(2) 0 f(2) 0 67(2) = f'(2),
also f ~g .

zu (v): Das folgt sofort aus der Konstruktion von {F, f}. O

Definition 5.2.2 (Spezielle Klebefunktionen). Ist F° € Vect(X) und
(A;)iez eine Folge von Endomorphismen von F'| so definiert

fv =Y Apz': 8" ——~ END(F)

il <N

eine Abbildung von S! in die Endomorphismen von F. fy heifit (endliche)
Laurentreihe von Endomorphismen von F' oder Laurentreihe iber F. Ist A; =0
fiir i < 0, so heit fy polynomial. Ist fx(z) = Az + B, so heiBBt fx linear. Ist
fn(z) € AUT(F) fiir alle z € S*, so heiBit fy regulir.

Eine Homotopie H : S' x [0,1] — END(F') zwischen zwei Klebefunktionen heifit
regulare Homotopie, wenn H, fiir alle t regulér ist.

Ist also zum Beispiel ein F' € Vect(X) und eine regulire Laurentreihe f gegeben,
so definiert {F, f} ein Vektorraumbiindel iiber X x S2.

Beispiel 5.2.3. Sei X ein Punkt, f(2) = 2 = z - Id. Dann ist {1, f} isomorph
zum Hopfbiindel H iiber S? ~ CP!. Das konjugierte Hopfbiindel H entsteht duch
Verkleben mit f(z) = z71.
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BEWEIS:
Wir benutzen folgenden Atlas von S? = {(z,t) € CxR | |z*+t* =1}, N := (0, 1),
S = (0,—-1):
Py SA{NY ——~ C: (2,t) — 1%#
2
1+t

Dies sind die kanonischen stereographischen Projektionen von N bzw. S aus. Die
Kartenwechsel von C\{0} nach C\{0} sind gegeben durch

1
(*) PyoPg'=PsoPy':zr— =
z

Man beachte, daB Py und Pg auf S' C S5? die Identitdt ist. Es ist
CP' :={[z : 21]|20, 21 € C,|20| + |21] # 0}. Mittels Py und Ps gibt es nun fol-
gende Homoomorphismen:

¢y CPli={[z0:21] ECPYz #0} —— S)\{N}

Ps: S*\{S} — C: (2,t) —

20 : 1] —  Py'(2)
[1: Py(p)] ‘N—' p
¢_: CP':={[z: 2] € CPYzy #0} —— S*\{S
[20 @ 21] — Ps_l(z—;’)
[Ps(p) : 1] — p

Aus () folgt, daB ¢, und ¢_ auf CP; N CP! iibereinstimmen. Wenn man die
Trivialisierungen des Hopfbiindels auf CP} und CP!

T, : Hicpr —— CP{xC — SA\{N}xC
([1:2),\1,2)) —— ([1:2],)) —— (Py'(2),))

T : Hcpt —— CP!xC — B8%\{S}xC
([e:u(=1) = ([z:1p) —— (P5'(2),n)
auf S € CP{ NCP! einschrinkt und die Kartenwechsel ausrechnet, erhélt man
T, oT ':8'xC—S'xC

-1

durch die Abbildungsvorschrift (2, \) = (Pg'(2), \) = ([z: 1], M(z,1))
— ([1:1/2],20(1,1/2)) =5 (Py'(1/2), 2A) = (2, 2).

Also gilt T, o T='(2) = 2z = 2 - 1d € AUT(F). Es folgt, daB T_ o T;' : ST x C —
St x C durch (z,A) — (2, ) gegeben ist. Nun folgt

H = HlSi Ura H|S§ (S_Qi_ X (C) UT+oTj1 (SE X C) = 7Tj_1 U, n"1= {1,2}.

Die Behauptung fiir H folgt analog. O
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Korollar 5.2.4 (Relationen des Hopfbiindels).
Es gilt folgende Isomorphie von Vektorraumbiindeln diber S?:

H*®1~2HoH
Damit folgt sofort die Relation (H—1)? =0 € K(S?). Genauso gilt (H—1)? = 0.

BEWEIS:
Nach Beispiel 5.2.3 und Lemma 5.2.1 gelten die Isomorphien

rors (3 ) wor= )

Nun definiert aber

i = (5 1) Gt i) (6 1) (Conily omat)) - 1< 1031

eine reguldre Homotopie zwischen den beiden Verklebeabbildungen, und damit
sind die Biindel isomorph. O

Lemma 5.2.5. Ist ' € Vect(X) und f: S' — AUT(F) gegeben, dann gilt fiir
alle k € Z

{F,f -2y 2{F f}o{1,2*} und {F*}=2FoQH"=FoH".

BEWEIS:
Mit den Rechenregeln aus Lemma 5.2.1 folgt

{F f- 2"}y 2 i FUpu ' F
SEmFR1Upgre " F®1

~{F, f} @ {17}

Die zweite Relation folgt fiir f = 1 und wegen {F,1} = 7% F, {1, 2} = 715, H (als
Biindel itber X x S%) aus der Definition des dufieren Tensorprodukts. Aufierdem
verwendet man noch H = H~!. O

Bemerkung und Definition 5.2.6.

(i) Ist F' ein Vektorraumbiindel iiber X, A € END(F') und ¢ eine Riemann-
sche Metrik auf F', so kann man faserweise die Norm von A bilden. (Die
Norm von A, ist definiert als das Maximum der auf der Einheitskugel in
F, angenommenen Werte). Durch

[A[l := supl| A,
zeX
wird END(F') zu einem komplexen Banachraum. Man iiberlegt sich leicht,

dal die zu verschiedenen Metriken gehorenden Normen &quivalent sind.
AUT(F) ist beziiglich dieser Norm eine offene Teilmenge in END(F).
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(i) Zwei regulére Klebefunktionen f, g : S' — AUT(F) liegen nah beieinander,
wenn fiir alle z € S* die Verbindungsstrecke zwischen f(z) und g(z) noch
ganz in AUT(F') liegt. Dann sind f und g ndmlich regular homotop vermoge
der linearen Homotopie Hy(2) :=tf(z) + (1 — t)g(2).

Lemma 5.2.7 (Approximation durch Laurentreihen).
Sei F' ein Vektorraumbiindel iiber X und f : S' — AUT(F) eine regulire Klebe-
funktion. Dann gibt es eine requldre Laurentreihe g nah bei f. Insbesondere gilt

{F. [y ={Fg}.

BEWEIS:
Wir bezeichnen mit

Aki_' !

271 S1

zF f(z)% € END(F)

den k-ten Fourierkoeffizienten von f und setzen
n
S, = Z A"
k=—n

Im allgemeinen gilt leider nicht, dafl die Fourierreihe S,, gleichméfliig gegen f
konvergiert. Aber es gilt fiir stetiges f der

1 = glm.
Sat Fejér: = Sy — f.
atz von Fejér f n+1m20 — f
In der Standardliteratur der Analysis, z.B.[He], wird dieser Satz nur fiir skalar-
wertige Funktionen bewiesen. Man kann den Satz von Fejér aber ganz genauso
fiir Banachraum-wertige Funktionen f : S' — V (V Banachraum) beweisen.

Fiir grofle n ist also f, nah bei f (Man beachte: dist(f(S'), END(F)\AUT(F))

9 > 0), und mit S, ist natiirlich auch f,, eine Laurentreihe.

o

5.3 Polynomiale und lineare Klebefunktionen

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dafl man 0.B.d.A. annehmen kann, daf
die Anklebeabbildung fiir ein Biindel {iber X x S? durch eine reguliire Laurentreihe
gegeben ist. Nun 148t sich jede regulidre Laurentreihe f vom Grad n in der Form
2z~ "p schreiben, wobei p ein reguléres Laurentpolynom ist. Mit Lemma 5.2.1 folgt
dann, daB {F, z7"p} und {F,p} ® {1, 27"} isomorph sind.

Deshalb versuchen wir zunéchst, polynomiale Klebeabbildungen auf lineare zu
reduzieren:
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Definition 5.3.1. Sei p(z) = >, A;z" eine regulére polynomiale Klebefunkti-
on iiber F' € Vect(X). Wir setzen

L"F)=F® ---®F;

n+1
L™(p) : st — END(L™(F))
z ((vo, cony ) = (O Ay, —zvg 1, ., =201 F vn))
In Matrixschreibweise heiflt das
Ay Ay -0 A A,
—z 1
L"(p) = :
—z 1
—z 1
0 AO Al Anfl An
-1 0 1
= A +
-1 0 1
-1 1

Dabei bedeuten die leeren Eintrdge 0. L™(p) ist also eine lineare Klebefunktion
tiber L"(F).

Lemma 5.3.2. Ist p ein requldres Polynom von Grad < n tber F, so gilt mit
den Bezeichnungen aus Definition 5.3.1

(i) L"(p) ist ein requldires lineares Polynom iber L"(F'), und {F,p}®n-{F,1} =
{L"(F), L™(p)};

(ii) {L"FH(F), L (p)} = {L"(F), L"(p)} @ {F, 1};

(iii) {L"H(F), L (2p)} = {L"(F), L"(p)} @ {F, 2}

BEWEIS:

Der Beweis dieses Lemmas lduft im wesentlichen so, daff man die Anklebeab-

bildungen auf beiden Seiten betrachtet und versucht, eine lineare reguldre Homo-

topie zwischen ihnen zu finden. Sei also p(z) = Y ", A;2" ein reguldres Polynom
iiber F.

zu (i): Wir wollen zeigen, dafl

P AO Al e An

1 —z 1
“p@n-1 und o =1(p)
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reguldr homotop sind. Insbesondere ist dann L™(p) reguldr. Definiere p,.(z) :=
o A;z"7" (Dies liegt i.a. nicht in AUT(F')) und setze

p—t"THp— Ay) t"Ay t"TAy, - LA,
—tz 1
Li(p) = —tz 1
—tz 1
p t"pr t"Tlpy .. tp, 1
1 —tz 1
1 —tz 1

Da die beiden Faktoren fiir jedes ¢ € [0,1] regulér sind, ist L} (p) fiir jedes ¢
reguldr. Wegen Li(p) =p @ n -1 und L}(p) = L™(p) folgt die Behauptung.

zu (11): Wir wollen zeigen, dafl die Matrizen

Ay Ay ... A, O Ay A ... A, O
—z 1 —z 1
=L (p) und =L"(p) ® 1
— 1 0 —z 1 0
—z 1 0 1

reguldr homotop sind. Die Homotopie

Ay Ay ... A, O
—z 1
Ht(p) = .
—z 1 0
—tz 1

ist fiir alle ¢ € [0, 1] reguldr, wie man durch Entwickeln der Determinante nach
der letzten Spalte sieht. Da Hy(p) = L"(p) ® 1 und H,(p) = L™(p), folgt die
Behauptung.

zu (ii): Hier schliefllich wollen wir zeigen, dafl die Matrizen
0 AO Al Ce An z 0
—z 1 =L"(zp) und —z 1 =2® L"(p)
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regulér homotop sind. Es gilt

0 1 z —1
-1 0 0 Ay A ... A,
L' (zp) = 1 . —z 1
1 —z 1

Der erste Faktor ist regulir homotop zur Identitédt, der zweite ist analog zu
Teil (ii) homotop zu z @ L™(p), und damit folgt die Behauptung. O

Lemma 5.3.3. Ist p(z) = Az + B ein lineares regulires Polynom iiber
G € Vect(X), so gilt G = G4 (p) & G_(p) mit Unterbindeln G4 (p) und G_(p),
die von p abhdngen. Weiter gilt

(i) {G,p} ={G (p), 2} ©{G_(p),1}.
(i) (GOG)lpdp)=G(p) ®GL(Y).

(111) Ist p’ linear regulir homotop zu Aopo At mit A € 1SO(G,G"), so gilt
Gi(p) = GL(p).

(iv) Istp=1, soist G (1) = {0} und G_(1) =
Istp=z, soist Gi(z2) =G und G_(z) = {0}. O

Dieses Lemma ist das Herzstiick des Beweises und wird spéter bewiesen.

Am Anfang dieses Paragraphen sind wir mit einem Biindel F' {iber X und einer
polynomialen Klebefunktion p vom Grad < n gestartet. Durch Ubergang zur
(n + 1)-fachen Whitneysumme F @ --@ F konnten wir uns auf ein lineares Poly-
nom L"(p) iiber L™(F') reduzieren, und Lemma 5.3.3 sagt nun aus, dafl man ein
Biindel mit linearem Polynom noch einfacher, ndmlich nur mit den Klebefunk-
tionen 1 und z, verkleben kann.

Wir fassen diese Resultate zusammen in

Notation 5.3.4. Ist p ein reguléres Polynom vom Grad < n iiber F' € Vect(X).
Dann ist nach Lemma 5.3.2 L"(p) ein reguléres, lineares Polynom iiber L"(F).
Nach Lemma 5.3.3 spaltet L™(F') auf in

LF) = L(F) (L") O L"(F) (L"(p)).-

=L (Fp) =L (Fp)
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Korollar 5.3.5. Ist p ein regulires Polynom vom Grad < n dber F' € Vect(X),
so gilt

(i) L' (F,p) = L(F,p);
LY (F,p) = L"(F,p)® F.

(ii) L(F, 2p) = L2 (F,p) ® F;
L™Y(F, zp) = L (F,p).

BEWEIS:
Nach Lemma 5.3.2 gilt

{LMH(F), L (p)} = A{LM(F), L"(p)} @ {F, 1} = {L"(F) & F. L"(p) & 1}.

Also gilt nach Lemma 5.3.3 L™ (F,p) = L (F,p) ® F.(1). Wegen F, (1) = {0}
und F_(1) = F folgt der erste Teil. Der zweite geht vollig analog. O

5.4 Beweis der Bott-Periodizitat

Nun konnen wir Satz 5.1.2 beweisen.

Sei E € Vect(X x 5?%). Nach Lemma 5.2.1 gibt es ein F' € Vect(X) und ein
f: St — AUT(F) mit £ = {F, f}. Sei nun N so groff, da§ fir n > N alle
Laurentreihen f,, aus Lemma 5.2.7 nah bei f liegen. Fiir n > N ist p,, := 2" f,, ein
reguldres Polynom vom Grad < 2n. Mit den Bezeichnungen aus 5.3.5 definieren
wir nun

vo(f) =LY (F,p,) @ (H"' = H") + F® H" € K(X) ® K(S%).

Zeige: v, 1(f) = v,(f) fir n > N.

Da f, und f, 1 beide nah bei f liegen, ist f, regulir homotop zu f, 1. Also ist
auch p,.1 = 2" f,,1; reguliir homotop zu 2"*!f, = zp,. Damit folgt nun:

L2 (F,pay) = LP2(F, 2p,) nach 5.3.3(iii)
>~ [2Y(E, 2p,) nach 5.3.5(i)
>~ [2"(F,p,) ® F  nach 5.3.5(ii)
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Aus der Relation des Hopfbiindels (Korollar 5.2.4) (1 — H)? = 0 folgt (1 — H) =
(1— H)H, also (H"' — H")H = (H"' — H"). Also gilt

Uni1(f) = L2"P(F ppyr) @ (H" — H"Y) + F @ H™!
= (L(F,p,)® F) ® (H" — H"") + F @ H"!
=LY (F,p,)®@ (H" '~ H")YH+F® H"
= L>(F,p,)® (H" ' — H") + F @ A"
= vu(f).

vn(f) héngt also fiir groes n nur von f ab, und wir kénnen dafiir auch v(f)
schreiben. Sei g eine weitere Klebefunktion fiir £ nah bei f. Die lineare Homotopie
zwischen f und g liefert fiir grofes n nach Lemma 5.3.3 (iii) einen Isomorphismus
zwischen L3"(F,p,) und L3"(F,q,), denn es ergibt sich nach Konstruktion, daf
L*(p,) und L*"(q,) stiickweise linear regulir homotop sind (vgl. Homotopie im
Beweis zu 5.3.2(ii)). Demnach sind v(f) und v(g) gleich. Damit ist die Klasse
von v(f) in K(X) ® K(S?) auf C(S', AUT(F)) lokalkonstant und hiingt somit
nur von der Homotopieklasse [f] ab.

Ist ferner g(z) = Ao f(2) o A™! mit A € AUT(F), so gilt auch fiir die entspre-

chenden Polynome p, (zu f) und ¢, (zu g) ¢, = Ao p, o A7}, folglich gemiB

Konstruktion (Definition 5.3.1) L**(q,) = (2n+1)Ao L*"(p,) o (2n+1)A™!, wo-

bei (2n+1)A =A@ ... ® A. Nach Lemma 5.3.3 (iii) ergibt sich auch in diesem
—_—

(2n+1)—mal
Fall L2"(F,p,) = L¥(F, ¢,) und demnach v(f) = v(g).

Insgesamt héangt v(f) also nur von der Isomorphieklasse von FE ab, da die
Zuordnung [E] — {F,f} — f nach Lemma 5.2.1 bis auf Homotopie und
Konjugation mit Elementen aus AUT(F) eindeutig ist.

Da v nach Konstruktion additiv und wohldefiniert auch bzgl. stabiler Iso-
morphie ist, haben wir einen Homomorphismus von abelschen Gruppen
v: K(X x 5% — K(X)® K(S?) gefunden. Aus der Bijektivitit von v folgt
spater dann auch, dal v ein Ringhomomorphismus ist.

Zeige: pov =1d auf K(X x S?).

Sei E = {F, f.} = {F,z"p,} ’é {F Pt ® {1,27"} ein Vektorraumbiindel

(5.2.
iiber X x S%. Dann gilt

pov(E)=L3(F,p,)®(1—H)H" '+ FQH"  fiir grofies n. (*)
Nun gilt nach Lemma 5.3.2(i) in K (X x 5?)

{F.pn} = {L*(F), L (pa)} — 2n{F, 1}, (1)
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und nach Lemma 5.3.3 gilt
{L(F), L (p)} = {L3"(F,pa), 2} + {L2"(F, pa), 1}

— {L2(F,p), 2} + 20+ DF 1) — (I(Fp) 1), (2)
denn {L2"(F, p,), 1} + {L*"(F,p,), 1} = {L*(F), 1} i (2n+ 1){F,1}. Addiert
man nun (1) und (2) und kiirzt einen Term {L*"(F), L*"(p,)}, erhilt man

{F,pn} = {F,1} = {L2(F,pn), 1} + {L7(F, pa), 2}

Nun tensorieren wir beide Seiten dieser Gleichung mit {1, 27"} und erhalten nach
Lemma 5.2.5

Fpay @ {1 2"y = {1 ") —{L(F), =) + (L (F), 27"

' '

=E ~FQH™ L2Y(F)®H™ L2 (F)®H™ 1

Also gilt schliefilich in K(X x S?)

E=L"F)@H""'—-H")+ FQH"
SHo v(E),

und das war zunéchst zu zeigen.

Zeige: K(S?) ~ 72

Sei jetzt X ein Punkt. Aus pov = Id folgt, daB K (S?) von 1 und H erzeugt
wird, also auch von {1, H}, da H = —H +2 € K(S?) (denn H(2— H) = 1 wegen
(H—1)>=0 € K(5?%)). Wir miissen also nur noch zeigen, daf§ K(S?) frei ist. Da
K(S?%) = K(S?,pt)®Z, ist dies dquivalent zur Behauptung, dal K (S?, pt) frei ist.
Da K(S?, pt) von H — 1 erzeugt wird, wollen wir also die Annnahme, daf§ H — 1
Torsion ist, zum Widerspruch fithren. k(H — 1) = 0 fiir £ > 0 heifit aber, dafl kH
stabil trivial ist, d.h. kH & n = k @ n. In der Sprache der Anklebeabbildungen
heifit das nach Lemma 5.2.1, dafl die Matrizen

z 1

und

1 1

reguldr homotop sind. Dann folgt aber durch beidseitiges Bilden der Determi-
nante 1 ~ (z — 2*) : C\{0} — C\{0}. Das kann aber fiir k¥ > 0 nicht sein, wie



5.4. BEWEIS DER BOTT-PERIODIZITAT 61

man sofort mit dem Abbildungsgrad in Homologie oder 7 sieht.

Zeige: vop =1d auf K(X) ® K(S?).

Da K(S?) von {1, H} ezeugt wird, geniigt es, die Behauptung auf Elementen der
Form F® H und FF® 1 mit F' € K(X) zu testen. Auf solchen gilt die Gleichheit
aber nach Definition von v. Zum Beispiel

v(u(F @ H)) =v(FRQH) {Fz'})=F®AH.

= vV
5.2.5

Denn fiir f = z7!ist f, = niﬂz_l, somit liegt bereits f; nahe bei f. Man
kann also einfach v(f) mit py = zf; = 1 (bis auf Vorfaktor) nach der oben
angegebenen Formel berechnen (Beachte: L3 (F,1) = {0} nach Lemma 5.3.3(iv)).
Die Gleichheit v(u(F ® 1)) = F ® 1 folgt vollig analog. Damit ist Satz 5.1.2

bewiesen. O

Beweis von Lemma 5.3.3

Sei p(z) = Az + B : S' — AUT(G) ein lineares, reguliires Polynom iiber G €
Vect(X). Insbesondere ist p(1) = A+ B € AUT(G). Wegen

p(z)=A(z—1)+ A+ B = (A+B)((A+B)*1A(z—1)+1dg)

und Lemma 5.2.1(iii) gilt mit p(z) := C(z — 1) 4 Id¢ die Isomorphie

{G.p} ={G, (A + B)p} ={G,p}.

Ist 0 # X ein Eigenwert von C, € End(G,), so ist (1 — 2)\ # 1 fiir alle 2 € S'.
Aus (1 — zp) \w = w fiir ein 25 und ein 0 # w € G, folgt ndmlich p(zp)w = 0
im Widerspruch zu p(zp) € AUT(G). Also folgt, dafi (A — 1)/ Betrag ungleich 1
hat. Das heifit aber, dafl der Abstand von A zu 0 ungleich dem Abstand von A zu
eins ist. Also liegt A nicht auf der Geraden in C mit Realteil 1/2. Bezeichnen wir
mit H, die Menge der komplexen Zahlen mit Realteil grofier 1/2, und H_ alle
die mit Realteil kleiner 1/2, so liegen also die Eigenwerte von C,, in Hy U H_.

Ist f.(t) das charakteristische Polynom von C,, so gibt es eindeutige Polynome
fF und f,; mit der Eigenschaft, da8 f, = f;' - f; und alle Nullstellen von fF in
Hy liegen (Setze fF :=1, falls f, keine Nullstellen in Hy besitzt).

Lemma 5.4.1. Die Funktionen f*: X — C[t], x — fE, sind stetig. O
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Dieses Lemma beweisen wir spiter. Durch f* kénnen wir nun zwei Endomor-
phismen P* von G faserweise definieren, indem wir P als f£(C,) festsetzen. Da
f7 stetig war, ist dies ein stetiger Schnitt in END(G), also ein Biindelendomor-
phismus von G.

Nun definieren wir die Biindel G und G_ faserweise durch (G), := Kern(P¥) =
Bild(PJ) (= direkte Summe der Hauptraume zu den Eigenwerten von C, in
H?*). Elementare Eigenwerttheorie liefert also eine direkte Zerlegung G, =
(G4)z ® (G_)z. G4 und G_ sind tatséchlich Unterbiindel von G, wenn Pt und
P~ lokalkonstanten Rang haben. Dies ist hier erfiillt, denn es ist immer wahr,
daf der Rang eines Endomorphismus’ lokal nicht fillt. Da sich die Réange von P+
und P~ aber immer zur Dimension von GG addieren, sind sie hier auch lokal nicht
steigend.

Aus der Definition ist klar, daBl die Biindel G4 C—invariant sind.
Mit (4 bezeichnen wir die Einschrankung von C auf G4, und durch
P+(2) = p(2)jc. = Ci(z — 1) 4+ Idg, definieren wir zwei Endomorphismen
von G bzw. G_.

Zeige: Ist |z| > 1, so ist py(z) € AUT(G,), und fir |z|] < 1 ist p_(2) in
AUT(GL).

Wir zeigen: py(z) nicht invertierbar = |z| < 1: Ist ndmlich p,(z)v = 0 fiir ein
v # 0, so ist sicherlich z # 1, denn p (1) = Idg, ist reguldr. Damit folgt dann
aber aus p,(z)v =0, daB A :=1/(1 — 2) ein Eigenwert von C ist. Also ist nach
Konstruktion von Cy der Abstand von A zu 1 kleiner als der Abstand von A zu
0, d.h.

1 - L
1>| |

= |z|.

=
Analog zeigt man die Behauptung fiir p_.

Zeige: {G+7ﬁ+} = {GJHZ} und {G*7Z§*} = {G*7 1}

Setze H : S* x [0,1] — END(G4) : (2,t) = Ci(z —t) +t-Idg,. Es ist
H(z,t) € AUT(Gy) VY(z,t) € ST x [0,1]. Denn ist ¢ > 0, so gilt

H(zt) = t<C+(z/t — 1)+ IdG+> = 15, (2/1).

Wegen ¢t < 1 und |z| = 1 ist |z/t| > 1, und damit ist p,(z/t) € AUT(G,). Ist
t =0,s0ist H(z,0) = 2C; € AUT(G,), denn die Eigenwerte von C, liegen in
H ., insbesondere sind sie nicht 0. Damit ist p, regulir homotop zu zC\, also
gilt nach Lemma 5.2.1(iii)

{Go D+t =A{G, 204 ={G4, 2}
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Weiterhin gilt, da§ die Homotopie H : S x [0,1] — END(G_), (z,t) — p_(t2),
reguldr ist. |tz| ist ndmlich < 1. Damit ist p_ regular homotop zu
p-(0) =(—C_ +1d¢_)e AUT(G-). Also folgt hier ganz genauso

(G_,p_} =2 {G_,—C_+1dc } = {G_,1}.

Zusammenfassend gilt

{G.p} =A{G,p} ={G, ®G_.pr dp-} =A{Gy, 2} & {G_,1}.

Da die Aufspaltung in G4 von p abhéngt, schreiben wir G (p). Die Eigenschaften
(i), (ii) und (iv) aus der Behauptung folgen jetzt sofort aus der Konstruktion.
Zur Eigenschaft (iii) beachte man, dafl eine lineare reguldre Homotopie H zwi-
schen p, p(z) = Az + B, und p/, p/(z2) = A’z + B’, eine lineare Abbildung von S*
in AUT(7*G) (7 : X x I — X die Projektion) induziert, namlich

z—— Hy(2) ={tA+ (1 - t)A'}z+ {tB+ (1 —t)B'} , € AUT(x"G)*.

Die Aufspaltung von 7*G beziiglich des linearen reguldren Polynoms H liefert
die Biindel 7%(G)4, die auf dem oberen und unteren Deckel mit G.(p) bzw.
G+ (p') tibereinstimmen. Nun orientiert man sich am Beweis des Satzes, daf die
Pullbacks unter homotopen Abbildungen isomorph sind: Fiir festes ¢ € [ ist H; :
St — AUT(G) ein reguliires lineares Polynom, und es gibt bei Einschrinkung auf
X x {t} einen offensichtlichen Isomorphismus zwischen 7*(G)+ und 7*(G1(H;)).
Da X x {t} abgeschlossen im kompakten Hausdorffraum X x [ ist, sind die
beiden Biindel nach Lemma 2.8 auf einem ganzen Streifen X x Us(t) (6 > 0)
isomorph. (Hier geht ein, dal X kompakt ist.) Somit ist die Isomorphieklasse von
G4 (H;) € Vect(X) eine lokalkonstante Funktion von ¢. Da I zusammenhéngend
ist, folgt die Behauptung.

Im Falle p’ = Dopo D7!: St — AUT(G) folgt die Isomorphie G4 (p) = G (p')
direkt aus der Konstruktion. O

Beweis von Lemma 5.4.1:

Sei P, = {t" + a,_1t" ' + ... + ait + apla; € C} C C[t]. Wir wihlen fiir festes
z € X eine offene Umgebung U mit dim(C,) = n fiir alle x € U. Dann gilt
f(U) C P, (wobei ERN fz)-

Sublemma: Die Abbildung ®, : B, — C"/%" (X" symmetrische Gruppe
der Ordnung n), die p € P, den ungeordneten n-Tupel seiner komplexen
Nullstellen zuordnet, ist stetig. ®,, ist sogar ein Homdomorphismus mit der
Inversen [(z1, ..., zn)] — [0, (t — z). O

¢’VL
Damit hat man zunéchst eine stetige Abbildung U SN FU) M cnyse,
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Sei fiir € X 0 < k, < n die Anzahl der Nullstellen von f, mit Realteil > 1/2.
Da die Abbildung C"/¥~" — Ny, [(21, ..., 2n)] — [{zi|Re(z;) > 1/2}|, in einem
Punkt [(21, ..., 2,)] mit Re(z;) # 1/2 fiir alle i (Dies ist fir ®,(f,), * € X, nach
Voraussetzung erfiillt) lokal konstant ist, findet man eine offene Umgebung V' C U
von z mit k, = kz; = kfirxz e V.

Sei C*/¥" D ®,(f(V)) - C*/¥* die - wie man sich leicht iiberlegt - stetige
Abbildung, die [(z1, ..., z,)] auf den ungeordneten k-Tupel der z; mit Re(z;) > 1/2
wirft. Dann ergibt sich die Funktion f* bei Einschrankung auf V' als Kompositum
stetiger Abbildungen, ndmlich

—1 _
i = (v e 50) T ) eyt B ),
und damit ist sie stetig. Der Beweis fiir f~ geht analog. O

Beweis des Sublemmas: Sei p(t) = t" + E?;Ol a;it' € B,. Sei v =1+ |a,1| +
oo + |ag]. Fiir t € C mit [t| > r gilt die Abschitzung |p(t)| > 0, denn

PO = fonmal |+l ool < (an-allaole™™ = (tl=DIe"" < "

Damit folgt
Ip(t)] = [t]" —p(t) > 0.

Aus dieser Abschéitzung folgt zunédchst, daf§ das Bild einer kompakten Menge in
P, unter ®,, beschriinkt in C" /X" ist. Ist also (pi)ren eine Folge von Polynomen,
die in P, gegen p konvergiert, so liegt das Bild der Folge (p;), und von p unter ®
in einer kompakten Menge K C C"/¥". Nun ist aber @;ﬁK : K — @& 1(K) eine

stetige bijektive Abbildung zwischen kompakten Hausdorffraumen und somit ein

Hom&omorphismus. Insbesondere folgt somit ®,,(py) s ,(p). a



Kapitel 6

Thom-Isomorphismus

6.1 Beweis des Thom-Isomorphismus’

Definition 6.1.1 (Diskbiindel, Sphirenbiindel).

Sei p : E — X ein Vektorraumbiindel iiber dem kompakten Raum X und g
eine Riemannsche Metrik auf E. Definiere das Diskbindel D(E) von E als den
Teilraum der Punkte (z,v) € E (z € X,v € E,) mit g,(v,v) < 1. Entsprechend
sei das Sphdrenbiindel S(E) von E der Teilraum der Punkte (z,v) € E mit
gz(v,v) = 1.

D(FE) und S(E) sind kompakt, und (D(F), S(E)) ist ein Ko-Raumpaar im Sinne
von Definition 1.4. Dies folgt im wesentlichen daraus, dafi (D?",S?"!) ein Ko-
Raumpaar ist. Wer es genauer wissen will, sollte [Wh, Ch. I, (5.1)] lesen und die
dort stehende Charakterisierung (1) fiir Kofaserungen zunéchst fiir (D?", 52"~ 1)
beweisen und den Beweis dann einfach , faserweise* auf (D(FE), S(F)) iibertragen.

Definition 6.1.2 (Thom-Klasse, Thom-Homomorphismus).

(i) Sei p : E — X ein n-dimensionales Vektorraumbiindel tiber dem kom-
pakten Raum X. Sei pp := ppg). Betrachte den VRB-Kokettenkomplex
(AppE, 6) iiber dem Ko-Raumpaar (D(E), S(E)), der iiber jedem v € D(FE)
die folgende Gestalt hat:

0 — A°By) —2+ A By —2+ A2Ey) —2» ... L A"E() — 0.
Dabei bezeichnet AiEp(U) die i-te &uBlere Potenz des endlichen Vektorraumes
Eyy und vA das duBere Produkt mit dem Element v € E,). Man kann
leicht iiberpriifen, dafl diese Sequenz fiir alle v auflerhalb des Nullschnittes

von F exakt ist.

(ii) Wir fassen (ApjFE,0) nun als VRB-Kettenkomplex iiber (D(FE),S(FE))
auf, indem wir C_; = AphE, c; == ¢ (0 < i < n) setzen. In die-
sem Sinne konnen wir den Isomorphismus b : K(X,A)* — K(X,A)

65
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(siche Lemma 4.1.5) auf (Ap},E,d) anwenden. Definiere also fiir das Vek-
torraumbiindel E iiber X seine Thom-Klasse A\g als das Element

e = b([AphHE, ) € K°(D(E),S(E)).
(iii) Der Thom-Homomorphismus Tk ist das Kompositum
Ty : K'(X) “2+ K*(D(E) —*~ K*(D(E). S(E))

wobei die zweite Abbildung aus der Multiplikation mit der Thom-Klasse
besteht. (Hierbei wird die K*(D(F))-Modulstruktur von K*(D(FE), S(E))
verwendet.) Die Abbildung p?, ist ein Isomorphismus wegen Homotopiein-
varianz, denn X ~ {Nullschnitt} C D(FE) ist strenger Deformationsretrakt
von D(FE).

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dafl der Thom-Homomorphismus ein
[somorphismus ist. Dazu fithren wir ihn in mehreren Schritten auf den Bott-
Isomorphismus zuriick. Daher ist folgendes Beispiel von Bedeutung:

Beispiel 6.1.3. Wir betrachten Definition 6.1.2 im Falle X = {pt}, £ = C.
Also ist (D(F),S(E)) = (D?*S') c (C,C). Der in 6.1.2 definierte VRB-
Kettenkomplex hat somit die Gestalt

Dim. 0 Dim. -1

0 D*xC—+D?*xC— 0 mit §(z,w) == (2,2 w).

Somit ist A\c = b([0 — D? x C 2 D?x C - 0]) =[1,%,1] € K(D?, S, wobei
,Z* faserweise Multiplikation mit z = 2! (z € S') bedeutet (vgl. Def. von b in
Lemma 4.1.5).

Nun betrachten wir folgendes Push-Out (wobei wir S2 C S? wie im letzten
Kapitel auffassen):

Sl &. S2
|
J2

Nach Satz 3.13 gibt es also einen Ausschneidungsisomorphismus

i

a: K(S%pt) — K(52,8%) — K(52,8") —~ K(D*,S")

J1
mit

Oz(ﬁg) = —[1,5, 1] = )\(C-
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Zur Begriindung der letzten Gleichung: Nach Beispiel 5.2.3 gilt fiir das
Hopfbiindel

H = {172} = S-2|- xCl Sz X (C/(z,v)N(z,ZU)7 z€81.

Es gilt 8, = 1-H = [H, 1]. Nun ist aber ji([H,1d gz, 1]) = [1,%, 1], denn folgendes
Diagramm kommutiert:

?2xCo> S'xC——S2xCcSxC

Id

‘(z,v)b—)(z,z-v)

H|Sz D) H|Sl C—'H\Si C H
Das Beispiel wird in Beispiel 6.1.6 fortgesetzt.

Bemerkung und Definition 6.1.4 (Euler-Klasse).
Seio: X — D(E) C (D(F),S(E)) der Nullschnitt. Es ist pp oo = Idx, also gilt
fiir den auf den Nullschnitt zuriickgezogenen VRB-Kettenkomplex
d*[AppE,d0] = [AE,0]
= 0—AE-2 A2 Lo APE 0] € K(X)

Nun ziehen wir die Thom-Klasse A\ von E auf den Nullschnitt zuriick und er-
halten, da b natiirlich ist, nach Definition von b

o"(Ap) = o (b([AppE,d]))
b(o*[App E, 6])
= b([AE,0])
_ [@ A2k+1E, @AWCE]
k

k

= zn:(—ni [0,A'E] € K°(X).

=0

Die Klasse xg = Y 1 o(—1)'A'E = Y7 (—1)" [0,A'E] € K°(X) heiBt Euler-

i=0
Klasse von E. Durch Restriktion der Thom-Klasse eines Vektorraumbiindels auf
den Nullschnitt erhdlt man also die Euler-Klasse des Biindels.

Wir kommen nun zum Hauptsatz dieses Kapitels:

Satz 6.1.5 (Thom-Isomorphismus). Fir jedes Vektorraumbiindel
p: B — X diber einem kompakten Raum X ist der Thom-Homomorphismus

Ty : K*(X) — K*(D(E), S(E))
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ein Isomorphismus.

Mit anderen Worten: K*(D(FE),S(E)) ist ein freier K*(X)-Modul vom Rang 1
mit der Thom-Klasse \g als Erzeuger. O

Beispiel 6.1.6. Im Falle X = {pt}, F = C ist obige Aussage klar. Dann gilt
nach Beispiel 6.1.3

e = a(py) € K(D?, S?),

und der Thom-Homomorphismus Tt ist (bis auf den Ausschneidungsisomorphis-
mus «) nichts anderes als der Bott-Isomorphismus aus Bemerkung 5.1.3, denn fol-
gendes Diagramm kommutiert (vgl. Beispiel 6.1.3; beachte die Z-Modulstruktur
von K*(X)):

z—xUAC

Tc: K*(pt) K*(D?, SY
~ *H r—xUB2 *
fi: K*(pt) K*(5%,pt)

~

Wir werden den allgemeinen Fall letztlich hierauf zuriickfithren. Dazu benétigen
wir zunéchst eine Rechenregel.

Lemma 6.1.7. Seien p : E — X und q : B/ — X' Vektorraumbiindel
iber den kompakten Hausdorffriumen X und X'. Seien 7x : X x X' — X,
mx : X X X' — X' die kanonischen Projektionen und EQE' = % E ® n% F',
also ein Vektorraumbiindel iiber X x X'. Dann gilt fiir die Thom-Klassen die
Beziehung

BEWEIS:
Nach Definition des dufleren Produktes in Korollar 4.2.3 gilt

AUl = b([AphE,8]) Ub([Aph E',8))
= b([AppLE @ Aphy E', 6 @ 1d' + 1d @6]) .

Daher ist zu zeigen
Near = [ApE@Appy B, 6810+ 1d 28] € K((D(E), S(E)) x (D(E'), S(E'))".
Nach Definition 4.2.1 ist

(AppE® Apy E)w = €D A'pp EQNp), E.
i+j=k
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Seix € X,y e X' Esist (E@E/)(wvy) = FE, ®© E,. Seien weiter v € F,, w € E
mit (v,w) € D(E, ® E) ~ D(E,) x D(E/). Dann hat Ap},(EGE') iiber (v, w)
die Gestalt

(v+w)A

0 1 (vtw)A
0— A(E, ® E)) —— A(E, ®E,)

(v+w)A n
: - \"(E, ® E,;) — 0.

Die Behauptung folgt, weil folgendes Diagramm kommutiert:

NE, © B) ~—— D N(E,)® N(E)

itj=k

(v+w)A (6@1d" +1d ®4" ),

NHE, © B) ~— @ N(E,) @ N(E)
i+j=k+1

1%

Seien nimlich a € AY(E,), b € N(E)) mit i +j = k. Dann wird a ® b €
A(E,) ® M(E,) unter den obigen Abbildungen wie folgt abgebildet (Beachte:
rAy=(-1)9y Az firzeA(V),yeANV)):

aNb la®b

1 |

(v+w)AaAb+—(vAa)®@b+ (—=1)'a® (wAb)

Beweis von Satz 6.1.5:

1. Schritt: Sei ¥ C X abgeschlossen und FEjy = Y x C". Folglich ist
(D(Ey),S(Ey)) = (Y x D(C"),Y x S(C")) = (Y x D>, Y x §?1).

Die Thom-Klasse des Nullbiindels ist definitionsgeméfl stets 1 (Beachte:
A°({0}) = C, A*({0}) = 0, k > 1). Sei A, € K(D(C"),S(C")) die Thom-
Klasse von {pt} x C". Wegen Y x C" = ({pt} x C*)&(Y x {0}) folgt aus dem
vorigen Lemma

Ay = A UL=AlUL

Folgendes Diagramm kommutiert demnach (Fiir die rechte Hélfte des Diagramms

verwende die Rechenregel in Lemma 4.2.6.):
(Identifiziere (D(C™), S(C™)) =~ (D(C), S(C))™;



70 6. THOM-ISOMORPHISMUS

K(X, A" =KX, A)®...0K(X,A))

~~

n—mal

K*(Y)®K(D(C),S(C))™ ; K*(Y)®K(D(C"),S(C™)) —:> K*(YxD(C™),Y xS(C™))
(Kor. 5.1.8) U

Id®(-A1)™ Id®(-An) TE\Y <(1UAR)

K*(Y)®K(D(C))" ————— K*(Y)®K(D(C")) ——— K*(Y x D(C™))
@]

Somit geniigt es zu zeigen, dafl A\; =: A¢ ein Erzeuger von K*(D(C), S(C)) als
K*(D(C))-Modul ist. Das haben wir uns aber schon in Beispiel 6.1.6 iiberlegt.

2. Schritt: Sei 0.B.d.A. X zusammenhéngend und {U; | 1 < i < m} eine offene
Uberdeckung von X mit By, = U; x C". Setze B, := X. Nach dem folgenden
Lemma gibt es fiir ¢ = m,m-1,...,1 in X abgeschlossene Teilmengen A;, B;_1
mit folgenden Eigenschaften:

(I)AZCUZ,AZCBZ,mZ’LZl,
(11) Bi.cUU...0UU;_1, B;.1 CB;,m>12>1,

(Beachte noch, dal By = () ist.)

Wir zeigen jetzt per Induktion nach i, da§ T, fir jeden abgeschlossenen Teil-
raum Z C B; ein Isomorphismus ist. Trivialerweise gilt das fiir By = ). Sei dies
nun auch fiir B;_; richtig (1 <i <m). Fiir Z C B; gilt

Fir M C X verwenden wir der Einfachheit halber die Abkiirzungen

MP = pp(M) = D(Ew) = D(E);
MY = S(E|M) = S(E)\M§
MPS = (D(E)r, S(E) )

Durch einen @hnlichen Schlufl wie oben ergibt sich auch

7P = Intyo((Z N A)P)U Intyo((Z N Bi_y)P);
75 = Intys((ZNA)°)UIntys((Z 0 Bisp)d).
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Nach Induktionsannahme sind TE‘ P und 7T’ E\zns, ina, [somorphismen, TE‘ oA,

1NA
ist nach dem 1. Schritt ein Isomorphismus. Man kann sich leicht iiberlegen,
dafl der Thom-Homomorphismus mit den Abbildungen der (relativen) Mayer-
Vietoris-Sequenz vertriaglich ist. Somit kommutiert folgendes Diagramm mit ex-

akten Zeilen:

e —————> K_"_l(ZﬂBiflﬂAi) K_n(Z) — K_n(ZﬂAi)@K_"(ZﬂBifl)

Te|znB;_1n4; | = Tg|z = | Teizna,9TE|20B,_,

d
o == K77 Y(ZNB—1NA)P5)) —> K=(Z(D:9)) —> K—"((ZNA)PSN@K " ((ZNB;—1)(P»%)) —»

Die Behauptung ergibt sich durch wiederholte Anwendung des Fiinfer-Lemmas. O

Lemma 6.1.8. Sei X ein kompakter Hausdorffraum und {U; | 1 <i < m} eine
offene Uberdeckung von X . Setze B, := X. Dann gibt es firt=m,m—1,... 1
in X abgeschlossene Teilmengen A;, B;_1 mit folgenden Eigenschaften:

(i) Ay, CU;, Ay CB;, m>i>1;

(ii) By CcUyU...UU;_q, Bi1 CB;, m>i>1;
(1ii) Intg,(A;) U Intp,(B;_1) = B;.
(Beachte noch, dafi By = 0 ist.)

BEWEIS:

Ein kompakter Hausdorffraum ist parakompakt (siehe z.B. [Schu, 1.8.5-8.7.]). Sei
also {¢; | 1 < i < m} eine der Uberdeckung {U; | 1 < i < m} untergeordnete
Zerlegung der Eins. Setze

Am = U ([0 1]) C U
m—1
Bna = Y1) ¢ U
‘ i=1
Offenbar sind A,, und B,,_; in X abgeschlossen. ferner gilt

X =9 (@) v U e (G,

denn fiir jedes z € X muB es mindestens ein i mit ¢;(z) > —= geben wegen

S () = 1. "
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Wegen 9, (=1, 1]) € Intx(Ay), UM 07 (25, 1)) € Intx(B,,_1) folgt auch

m—+1"7 m—+17

I?’th(Am) U I?’th(Bm_l) = Bm = X.

Jetzt verfahrt man induktiv wie folgt: Setze X' := B,,—1, U/ = U; N By

(1 < i < m —1). Wihle eine der Uberdeckung {U! | 1 <i < m — 1} von X’
untergeordnete Zerlegung der Eins, und verfahre dann wie gehabt. O

6.2 Berechnung des Ringes K*(CP")

Als Anwendung des Thom-Isomorphismus’ wollen wir fiir die komplexen projek-
tiven Rdume CP™ den Ring K*(CP") berechnen (was leider nicht ganz einfach
ist). Wir lehnen unseren Beweis an [Ka, Chap. IV.2] an.

Definition 6.2.1 (Projektives Biindel, kanonisches Linienbiindel).
Sei p: V — X ein n+ 1-dimensionales Vektorraumbiindel iiber dem kompakten
Hausdorffraum X.

(i) Das zu V' assoziierte projektive Biindel P(V') sei das Faserbiindel iiber X,
dessen Faser iiber x € X gerade der komplexe projektive Raum P(V,) =
CP" ist. Die Topologisierung von P (V') erfolgt ,kartenweise“ iiber einen
Biindelatlas von V' (siehe z.B. [Ka, Ch. I, 4.3 und Lemma 4.4]). Lokal gilt
P(V)y 2UxCP" (U C X). Man kann P(V') auch als Quotientenraum von
S(V) unter der kanonischen S'-Operation definieren. P(V) ist kompakt.
Fiir 0 # v € V bezeichnen wir mit [v] die Klasse des von v erzeugten

eindimensionalen Raumes in P(V).

(ii) Das kanonische Linienbiindel &, tiber P(V') ist das eindimensionale Vek-
torraumbiindel, das iiber [v] € P(V') den von v aufgespannten eindimensio-
nalen Vektorraum als Faser hat. Die Topologie von &y ergibt sich wieder
tiber Biindelkarten. &y ist auch ein Faserbiindel iiber X (aber natiirlich kein
Vektorraumbiindel), und lokal gilt §vip = U x &y, wobei &, das kanonische
Linienbiindel itber CP™ ist (Beispiel: £, = H).

Sei also p: V' — X ein Vektorraumbiindel und 7 : P(V) — X die von p indu-
zierte kanonische Projektion. Sei weiter L ein Linienbiindel iiber X. (Hier ist die

kanonische Projektion P(L) — X ein Homéomorphismus.) Durch Zuriickziehen
erhélt man das Linienbiindel 7* L tiber P(V):

T
' —— L

|,

T

P(V) — X
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Wir bilden nun das ebenfalls eindimensionale Homomorphismenbiindel iiber
PV)
E :=Hom(&,m"L) = & @ L

(sieche Bezeichnung 2.1(ii)).

Esist PV @ L)={[v,l]]|veV,leL,(v,l)#(0,0)}, und man kann P(L) und
P(V) als Teilrdume von P(V @ L) auffassen.

Nun erhélt man einen wohldefinierten Homoéomorphismus
f: E=Hom(¢y,n*L) — P(V& L)\ P(L),
E[U} > g [’U,g(’l])],

wobei wir g : &y — "L und 7o g : &, — L als Abbildungen nicht unterschei-
den. Die Umkehrabbildung ist gegeben durch

[0, 1] — (&) 20> 1€ (T°L)p) -

Verkniipft man f mit dem Hom&éomorphismus

Q

Y

! > x
1=z}

(Umkehrabbildung y — m), so erhalten wir insgesamt einen Homéomorphis-

mus

foh:D(E)\ S(E) —=~ P(V&L)\PL).

Diesen kann man eindeutig zu einem Homoéomorphismus zwischen den Ein-Punkt-
Kompaktifizierungen

F:D(E)/S(E) —~ P(V& L)/P(L)

fortsetzen. Mit den Ausschneidungsisomorphismen

~

1 K*(D(E),S(E))—;f(*(D(E)/S(E)) und
20 K*(P(V @ L), P(L)) — K*(P(V & L)/P(L))

erhélt man insgesamt einen Ringisomorphismus
=gyt o (FY) xopy : K*(D(E), S(E)) — K*(P(V & L), P(L)).

Wir setzen
Up :=®p(\g) € K%P(Va®L),P(L))
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und bezeichnen (wo kein Mifiverstdndnis zu erwarten ist) auch Ug als Thom-
Klasse von F' = Hom(&y,n*L) = & @ 7 L.

Da P(L) ~ X Retrakt von P(V & L) ist, zerféllt die lange exakte K-Gruppen-
Sequenz zum Paar (P(V @ L), P(L)) in spaltende kurze exakte Sequenzen

0—— K"(P(V®L),P(L)) 2~ K"(P(V® L)) — K"(P(L)) — 0.

Es sei By := Hom(§ver, L) = £ @ m L mit

T
m L

L

PV® L) —— X.
T

Betrachte nun die Inklusion i : P(V) < P(V @ L). Es ist £ = i*E} = Eyjpv);
man hat also eine Inklusion 7 : E — E}:

E;Z,El

P(V) ;[ P(Vae L)

Diese induziert wiederum einen Homomorphismus
i+ K*(D(Ey), S(Er)) — K*(D(E), S(E))
mit
*(Ag,) = Mg
Betrachtet man nun die Abbildung von Paaren
t: (PVelL),P(L)— (PVeLaoL),P(L)),
[v, 1] 1 [v,0,1],

so stellt man fest, daf folgendes Diagramm kommutiert:

E ! B,

[~ Ji]~

PVeL)\P(L) - PVeL®L)\P(L)
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Seit': P(Ve& L) — P(V& L@ L) die von t induzierte Abbildung von Réumen.
Entsprechend der Konstruktion des Isomorphismus’ @z (und analog ®g, ) ergibt
sich nun das folgende kommutative Diagramm:

* %k

K*(P(V & L)) d K*(P(V))

D, D

Ji J
K*(P(Va@ L® L)) . K*(P(Va®lL))

Die Abbildung t': P(V@® L) — P(V@® L® L), [v,1] — [v,0,], ist homotop zu

§:PVOL)— P(VOL®L),
[v,]] ——— [v,1,0].

Eine Homotopie ergibt sich vermoge
[0, ] — [v,1- cos(6),1 - sin(B)], 6 € [0, g].

Also ist /" = §'*.

Wir machen nun zunéchst folgende wichtige Bemerkung zur Beziehung zwischen
Thom- und Eulerklasse:

Bemerkung 6.2.2. Sei 0 : P(V) — D(E) C (D(E),S(E)) der Nullschnitt
und s: P(V) — (P(V @ L), P(L)), [v] = [v,0]. Man {iberlegt sich, daf} folgen-
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des Diagramm kommutiert:

K*(P(V® L), P(L))
Daraus ergibt sich fiir die Euler-Klasse yg von E (vgl. Definition 6.1.4)

xe =0"(Ag) = s"(Pe(Ar)) = s"(Ug).

Sei nun x € K*(P(V @ L)) und 2’/ := i*(x) die Restriktion von = auf K*(P(V))
(mit ¢ : P(V) <= P(V@® L), [v] — [v,0]). Esist s = j; o s, also ergibt sich alles
in allem (unter Verwendung des vorletzten Diagramms)

7 (@p(Te(2)) = t7(G(Ps (Tk (2))))
= 5 (J1 (g, (Tr, (x))))
= (P (Tk (2)))
0" (pp, () - Ap,)
= (pp00)*(x) 0" (Ap,)

= T XE;-

Wir fassen unsere Ergebnisse im folgenden Satz zusammen:

Satz 6.2.3. Man hat spaltende kurze exakte Sequenzen
0—— K"(P(V @ L), P(L)) ——~ K"(P(V & L)) — K"(P(L)) — 0.

Ist Up € KOP(V@® L), P(L)) 2 K°D(E),S(E)) die Thom-Klasse des Vektor-
raumbiindels E = Hom(§y, n*L) = & @ n*L dber P(V'), so ist j§(Ur) = xg, die
Euler-Klasse des Vektorraumbiindels Ey = Hom(&yqp, L) iber P(V & L) mit
der Projektion m : P(V & L) — X.

Zudem gilt: Ist x € K"(P(V @ L)) und ' := i*(x) die Restriktion von x auf
K"(P(V)) (miti: P(V)— P(V®L), [v]~[v,0]), so gilt die Formel

J(@e(Tp(2)) = i (Pr(pp(@’) - Ap) =2 - j"(Ug) = 2 - x&,- o
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Satz 6.2.4. Sei X ein kompakter Hausdorffraum und mw, : X x CP" — CP"
die kanonische Projektion. Sei &, das kanonische Linienbiindel iber CP™ und
by = Xmrer = 1 — mi&h € K°(X x CP") die Eulerklasse des Biindels :&.

Dann gilt: K*(X x CP") ist ein freier K*(X)-Modul mit Basis {1,t,,t3,... ,t"}.
Zudem ist " = 0, woraus folgt

K*(X x CP") —» K*(X)[t]/("),
Ty | -1,

als K*(X)-Moduln (und graduierte Ringe). (t"™') bezeichnet das von t"*! erzeug-
te Hauptideal in K*(X)[t].

BEWEIS:
Um die erste Aussage zu beweisen, machen wir Induktion nach n, beginnend mit
dem trivialen Fall n = 0. Nun betrachten wir die spaltende kurze exakte Sequenz

0 —— K*(X x CP", X) L K*(X x CP™!) — K*(X) — 0.

Nach den vorangegangenen Uberlegungen haben wir einen Isomorphismus
* n T”?L% * %~k %~k (I)”?ﬁﬁ * n+1
o, K*(X xCP") — K (D(mr&r), S(migr)) — K (X x CP" X).

Somit ist j* o ®, : K*(X x CP") —— K*(X x CP™!) eine Inklusion des
(nach Induktionsvoraussetzung) freien K*(X)-Moduls K*(X x CP™) mit Basis
{1,t,,...,tr}. Man iiberlegt sich leicht, dafl

gilt. Aus der in Satz 6.2.3 angegebenen Formel ergibt sich daher fiir £ > 0
7 (@a(ty)) = thfy € K™ (X x CP™).

Also ist Bild(j* 0 ®,,) der freie K*(X)-Untermodul von K*(X x CP"*1) mit Basis
{tns1, 82,1, t21} Da der Quotientenmodul K*(X x CP™*)/Bild(j* o ®,,)
isomorph zu K*(X) ist, folgt, daB {1,t,41,¢2,4,... ,tZﬂ} eine Basis von
K*(X x CP™1Y fiber K*(X) ist.

Der zweite Teil der Aussage folgt per Induktion ab n = 1:
ty, = 1—mi&§ = nf(1— H"), also
= m((1-H)?) "2 0.

Per Induktion ist £2 = j*(d, (t7*1)) = 0. H
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Korollar 6.2.5 (K-Theorie von CP").
Esist KY(CP™) 2 Z[t]/ ("), wobei t = 1 — & die Euler-Klasse von & ist, und
K'(CP") =0. O

Aufgabe 6.2.6. Wenn man K*(CP"™) nur als Z-Modul betrachtet (also die
Ringstruktur ,,vergifit“), ist die Berechnung viel leichter. Verwende die kanonische
Zellzerlegung von CP™.



Kapitel 7

H-Raum-Strukturen auf Sphéiren
und Hopf-Invariante

7.1 Abbildungsgrad und Bigrad

Definition 7.1.1 (Abbildungsgrad, Bigrad).

(1)

Sei o4 ein Erzeuger von K*(S*) = Z. Der Abbildungsgrad Grad(f) ciner
stetigen Abbildung f : S¥ — S¥ ist definiert als die ganze Zahl mit

F* o KRSH) — K*(S%), oy, — Grad(f) - o.

Diese Definition ist offenbar unabhéngig von der Wahl von oj. Homo-
tope Abbildungen haben denselben Grad. Fiir f, g : S¥ — Sk gilt
Grad(f o g) = Grad(f) - Grad(g). Grad(Idgx) = 1. Konstante und da-
mit nullhomotope Abbildungen haben Grad 0. (Diese Definition des Abbil-
dungsgrades entspricht vom Ergebnis her der Definition iiber gewdhnliche
(Ko-)Homologie.)

Man sagt, eine Abbildung m : S* x S¥ —— S* ist vom Bigrad (p,q),
wenn Grad(z — m(z,29)) = p und Grad(y — m(z1,y)) = ¢. Da der
Abbildungsgrad homotopieinvariant ist, spielt die Wahl von x; und x5 fiir
den Bigrad keine Rolle.

Der Begriff des H-Raumes verallgemeinert den der topologischen Gruppe.

Definition 7.1.2 (H-Raum).
Ein H-Raum ist ein punktierter Raum (X, e) mit Basispunkt e zusammen mit
einer Abbildung

m: X xX —X

mit folgenden Eigenschaften:

79
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(i) m(e,e) =e;
(i) [z — m(x,e)] ~Idx (rel{e});

(iii) [y — m(e,y)] ~Idx (rel{e}).

Bemerkung 7.1.3. Ein H-Raum hat stets eine abelsche Fundamentalgruppe.
(Siehe [Br, Chap. VII, Theorem 4.1].)

In diesem Kapitel interessiert uns die Frage, fiir welche k¥ man die Sphére S* mit
einer H-Raum-Struktur versehen kann.

Beispiel 7.1.4.

(i) Topologische Gruppen sind insbesondere H-Raume.

e Multiplikation auf R macht S° = {x € R | |z| = 1} zur topologischen

Gruppe.

e Multiplikation auf C macht S' = {z € C | |z| = 1} zur topologischen
Gruppe.

e Sei H := {q | g = (% _db) € (C)g} der Quaternionen-Schiefkorper

(Multiplikation durch Matrix-Multiplikation induziert).
Definiere q := (

a
b
auf H macht S® ~ {q € H | |¢| = 1} zur topologischen Gruppe.

_ab)a lq|? := det(q) = |a|® + |b|?>. Multiplikation

(ii) Sei O :={c = (q1,¢2) | ¢; € H} die Menge der sogenannten Cayley-Zahlen.
Auf O kann man ein distributives, aber nicht assoziatives Produkt wie folgt
definieren:

(qu, q2) - (11,72) = (@11 — T2Go, T2qu + @271).
O ist nullteilerfrei. Definiere |c|? := |q1]? + |g2|*

Multiplikation auf @ macht S = {c € O | |c| = 1} zu einem H-Raum.

(iii) Besitzt S* eine H-Raum-Struktur, so muf es eine Abbildung
m : S* x S¥ — S* vom Bigrad (1, 1) geben.

Ziel dieses Kapitels ist es im wesentlichen, folgende Tatsachen zu beweisen:

e Genau dann besitzt S* eine H-Raum-Struktur, wenn es eine Abbildung
m : S* x ¥ — S* vom Bigrad (1, 1) gibt.

e CGenau dann besitzt S* eine H-Raum-Struktur, wenn & € {0, 1, 3,7} ist.

Um diese Aussagen beweisen zu kénnen, miissen wir zunéchst einige Hilfsmittel
entwickeln.
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7.2 Hopf-Invariante

Sein > 2 eine gerade Zahlund f : $*"~! — S" eine Abbildung. Wir konstruieren
den kompakten Raum C; = D** U; S™ durch folgendes Push-Out:

S2n7 1 D2n

I ———c)
Bis auf Homéomorphie ist C'y der Abbildungskegel von f, d.h.
Cpa (S x )ILS™/ ~
mit (z,0) ~ (2/,0), (z,1) ~ f(z). Da die Inklusion S*"~! — D?" eine Kofa-

serung ist, ist nach Satz 3.13 (Cf, S™) ein Ko-Raumpaar im Sinne von Defini-
tion 1.4. Nun betrachten wir die lange exakte K-Gruppen-Sequenz des Tripels

(pt} & 57 S )
e KS™)  KO(Cp87) L ROC) e RO(ST) S KC,5)
Nach Korollar 5.1.6 gilt
K'Y = o
Koy sm TET gD sy = o)
Also bleibt folgende kurze exakte Sequenz:
0 —— K°(C}, S™) L+ K°(Cy) ==~ KO(S™) — 0.

Wir verkniipfen j* mit dem Ausschneidungsisomorphismus

a: K°($%) ——» K9(D>, §*1) =+ K°(Cy, 5™) (7.1)
und erhalten die kurze exakte Sequenz

RO(s2) 7% Ro(op) —C e K(S™) 0.
I I (7.2)

0

Wir definieren N
vi=(joa)(fam) € KCy).
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Es ist v* = ((j* 0 @)(B2n))? = (" 0 @)(83,) = 0 wegen 3, = 0. Wir wihlen
u € K°CYy) mit

i*(u) = Bp.
Aus 82 = 0 folgt u? € Kern(i*) = Bild(j* o a) = (v). Also gibt es A\; € Z mit

u2:)\f-v.

Wir zeigen noch, dafl Ay wirklich nur von f abhéngt, also nicht von der Wahl von
u. Dazu zeigen wir zunéichst u-v =0 € K°(C}):

i*(v-u)=7i"(v)i"(u) =0 = ImeZmitu-v=m-o.
=0

Daraus folgt wegen u? = \; - v und v? = 0 wiederum

m-u-v:u2~v:)\f~v220 = m=0oderu-v=0 “"S" u-v=0.

Nun zur Wohldefiniertheit von Ay: Sei v’ € I?O(C'f) mit i*(v’) = i*(u) = f,. Dann
ist W' =u+Fk-vmit k € Z und

/2 2 2 2 2 2
v =(ut+k-v)=u"+2k - (v-v)+ k% v =u".
( ) ( 0) \:0,

Also gilt w/? = w2 = Af .

Definition 7.2.1 (Hopf-Invariante).
Sei n > 2 gerade und f : S?"~! — S™ stetig. Die ganze Zahl A\; =: h(f) heifit
Hopf-Invariante von f.

In der Literatur findet man auch andere Definitionen der Hopf-Invariante. Man
kann jedoch zeigen, dafl diese alle dquivalent sind.

Folgendes Lemma ist fiir uns zwar nicht von Belang, soll aber aus Griinden der
Vollstédndigkeit zumindest ohne Beweis angegeben werden:

Lemma 7.2.2. Sei wieder n > 2 gerade.

(i) Die Hopf-Invariante liefert einen Homomorphismus

H: Wgn_l(sn) Z,
] = n(),

wobei To, 1(S™) = [S?",S"] die Gruppe der Homotopieklassen von Abbil-
dungen S*—1 — S™ jst.
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(11) Seienr : S — S™ und s : S*"~1 — S?"~1 stetige Abbildungen. Dann gilt
h(r o f os) = Grad(s) - Grad(r)? - h(f).

BEWEIS:
[Hu, Chap. 15, 2.1 und 2.2]. O

Satz 7.2.3. Sein > 2 gerade und m : S"1 x S"t — S"7L eine Abbildung vom
Bigrad (p,q). Dann existiert eine Abbildung f, : S**~' — S™ mit

h(fm) =p"q.

BEWEIS:
1. Schritt: Konstruktion einer Abbildung f,,.

Wir numerieren die beiden Faktoren von S™~! x S"~! mit S7"~* bzw. S5~ . Es sei
St = 9D (i = 1,2). Wir nehmen folgende Identifikationen vor:

Dy = SpTix[0,1)/877 x {1}
sl = St x {0}

AuBerdem zerlegen wir S™ = S U S™ mit S7 N S™ = 5™ ! (vgl. Vorbemerkung
zu Lemma 5.2.1) und setzen

Stoo= 85" x[0,1]/5" 7 x {1}
L L
smt= S"1 x {0}

Schliefllich sei S?"~! = 9D?" mit D> = D? x D7 Nun konnen wir
fm 18?1 — S wie folgt konstruieren:

817 % DY s S
(ZL‘, (y7 t)) — (m(x, y), t)?
fr D} x Sy~ ST,
((2,8),y) — (m(z,y),1).
Da f#ﬂsIL—lxsg—l = ffMSIL_le;L_l, ist folgende Abbildung f,, wohldefiniert:

S = 9(Dy x Dy) = Sy~ x Dy U Dy x S3~!

fm fm o

" sToousm
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2. Schritt: h(fn) =p-q.

Es ist Cf,, = (D} x DF) I S/ ~ mit x ~ f,,(z) fiir v € St = Dp x S§~ ' U
St~ % Dp. Sei

©: (D} x D)1 S" — Y,

die Quotientenabbildung und f, ihre Restriktion auf D} x DZ. Wir betrachten
die Abbildung von Tripeln

9= (fo, fons )+ (DY x D3, 87 x Dy, DY x S371) — (Cy,,, S, ST).

Wir wollen g weiter untersuchen:

Sei k : (D", S"1) — (8", pt) stets die kanonische Abbildung von Paaren,
[: 5" — S"/S% ~ S™ die Projektion und I' : (Cy,,, ST) — (CY,,, pt) dadurch
induziert. Folgendes Diagramm kommutiert:

(ST, pt)
k
(S771 pt) © - (D x {aa}, 8771 x {x}) < (D}, S77Y) x Dp)
z—=m(z,z2) ((@,x2), )= (m(2,22),t) 9| g
9|
(S"71 pt) = (S, ") s (7, ST (C,ns ST
l 4
(Dn75n_1> X (Sn,pt) - - (Cfmvpt)

Auf K-Gruppen-Niveau fithrt dies zum folgenden kommutativen Diagramm:
(Begriindung der Isomorphismen:

Q©: Randoperator der exakten Tripelsequenz zu (D", S"~! pt);

&: Ausschneidung;

A: Homotopieinvarianz.)
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K°(S})

o= |k

KNSt

p | [z—m(z,x2)]*
-1

R (57 —— KO(s1, 5"7Y)

KO(Dn, Sn—l)

Also gilt fiir u € I?O(Cfm), i*(u) =

- KDY ST < KDY S7Y) % DY)

A

o~

K(S", S%) K(Cy,., ST)
*|=A .",l.’* ~ A
2O Foran =0/
RS e RY(C)
B U

B, und die oben definierte Abbildung 7,

n(u)=p-BY.
Ganz genauso konstruiert man 7, : K °Cy,) — K°(S7) mit

Ya(u) =q- B

Jetzt betrachten wir folgendes kommutatives Diagramm:

K°(Cy,, )®K°(Cy,,,)

KO(Cfm,Si)@?KO(Cfm ,Sﬁ)

*

9" ®g

- K°(Ct,,)

KO(Cf S™)

m?

a (vgl. (7.1)) | =

o

KO(DPx Dy ,S7 ' x D})@ KO (D x D, Dy x S3~1) — KO(D}'xDg,d(D}y x DZ)) ——— K°($?")

[=23

KO(D},577 @K (Dy 5571

[=23

KO(SP)®K°(S3)

U
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Die linke Vertikale des Diagramms ist die Abbildung v; ® v,. Wir betrachten nun,
wie u ® u abgebildet wird: In der oberen Zeile steht dann u ® u — u?. Geht man
dagegen ,,ganz unten herum®, so ergibt sich

1®72 -
u@u = (p-q)- BV @B s (p-q) - fon +— (p-0) - (/" 0 0)(B20) = (p- ) 0.
(DaB BT(LU ® 61(12) unter dem Produkt auf s, abgebildet wird, kann man sofort
beim Beweis von Korollar 5.1.8 ablesen.)
Da das Diagramm kommutiert, folgt
u’ = (p-q)-v,

also
O

h(fm)=p-q.

Bemerkung 7.2.4. Man kann beweisen, daf} fiir alle geraden Zahlen n und A\
eine stetige Abbildung f : S?"~! — S™ mit h(f) = X existiert. (Wegen Lemma
7.2.2(ii) reicht es, eine Abbildung f : S*"~! — S™ mit Hopf-Invariante +2 zu
konstruieren. Naheres bei [Hu, Chap. 15, 3.6].)

Wir wollen als néichstes zeigen, dafl S* fiir gerades k > 2 kein H-Raum sein kann.
Dazu benotigen wir das folgende Lemma.

Lemma 7.2.5. Sei k € N gerade und By € I?O(Sk) der Erzeuger aus Korollar
5.1.8. Dann wird K°(S* x S*) diber Z frei erzeugt von den Elementen By&®1,

KOst x s5) = KO(sh) & (K°(S%) & K°(s5)) & K°(S%).
BEWEIS:
Betrachte das Tripel (S§ x S, SFV Sy (21, 15)), SFV Sy == S¥ x {2y} U{z,} x S§.

e Aus der reduzierten Version der Mayer-Vietoris-Sequenz folgt, dafl die ka-
nonischen Inklusionen S, S5 < S¥V S¥ Isomorphismen

KN (St v 85) — K*(81) @ K"(53)
induzieren. (Insbesondere ist K™(S* v S%) = 0 fiir ungerades n.)

e Seien iy : SF — SF x Sk iy : S§ < SF x S§ die kanonischen Inklusio-
nen Es gibt Retraktionen ryo : S¥ x S5 — Sf’Z, so daf} die lange exakte

K-Gruppen-Sequenz zum Tripel (21, z2) < S¥ Vv S5 <5 Sk x Sk in kurze
exakte und spaltende Teilstiicke zerfallt. Insbesondere ist dann

0 —— KO(SEx Sk, Skvsh) I KO(skx gk B9 KO(gkyay KO(SE) —v 0
exakt und spaltend. Es ist 7} (8) = Br®1, 73(8%) = 1&54.



7.3. ADAMS-OPERATIONEN 7

e AuBere Multiplikation liefert noch einen Isomorphismus

K°(S¥) @ K°(S§) — K°(SF x 5%, 5% v S),
Bi B BBy

(Dies folgt wie im Beweis von Korollar 5.1.8.)

Insgesamt folgt die Behauptung. O

Satz 7.2.6. Sei n > 0 ungerade und m : S" ' x S" ' — 8" wom Bigrad
(p,q). Dann ist

p-q=0.

BEWEIS:
Wir iibernehmen die Bezeichnungen aus dem vorigen Lemma (k = n — 1). m
induziert eine Abbildung

m* KO(S") —= KO(S" ! x §m1)
mit
m*(Bu1) = a - (Bo1®1) + b (Buo1®Ba1) + ¢ (185,-1) (a,b,c € Z).
Nach Definition des Bigrades gilt

om* s KO(S" ) — K°(S"™Y), Byt —p - Bui;
Z; om* : I?O(Sn_l) - KO(Sn—l)’ Bn—l =—q- Bn—l-

Damit folgt a = p und ¢ = ¢. Da m* ein Ringhomomorphismus ist, ergibt sich
aus 32, =0

O:m*(ﬁn—l)z :2pq (6n—1®6n—1) = pq:O ]

Korollar 7.2.7. Fiir gerades k > 2 ist S* kein H-Raum. O

7.3 Adams-Operationen

Definition 7.3.1 (Operationen in K-Theorie).

Eine Operation in K-Theorie ist eine natiirliche Abbildung 7' : K(X) — K(X)
(nicht notwendig ein Homomorphismus), die fiir jeden kompakten Hausdorffraum
X definiert ist.
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Satz 7.3.2 (Spaltungsprinzip).

Sei E ein Vektorraumbiindel iber dem kompakten Hausdorffraum X. Dann gibt
es einen Hausdorffraum Y und eine Abbildung 7 : Y — X mit folgenden Fi-
genschaften:

(i) ™ : K*(X) — K*(Y) ist injektiv.
(ii) ™ E zerfdllt iber Y in eine direkte Summe von Linienbindeln.

BEWEIS:

Die Konstruktion von Y erfolgt induktiv. Man setzt zunéchst Y := P(FE) (pro-
jektives Biindel zu F) und 7 : Y = P(E) — X, [v] = p(v), wobei p : E — X
die Biindelprojektion ist. Dann hat man das Pull-Back

o —— F

b

P(E) — X

™

Das kanonische Linienbiindel g := {(z, [v], \v) |z € X, 0 # v € E,, A € C} ist
ein Unterbiindel von 7*F (warum?). Nach Wahl einer Riemannschen Metrik auf
m*FE hat man eine Zerlegung

TE = &5 @ &
mit dim(£3) = dim(E) — 1. Nun machen wir Induktion iiber dim(FE) und haben
damit (ii) gezeigt.

Um die Injektivitdt von 7n* zu beweisen, greift man auf das Ergebnis von
Satz 6.2.4 zuriick. Wir argumentieren &hnlich wie im Beweis des Thom-
Isomorphismus’ (Satz 6.1.5). Sei 0.B.d.A. X zusammenhéingend, dim(FE) =n+ 1
und {U; | 1 < i < m} eine offene Uberdeckung von X mit Ejy, = U; x C"*1. Setze
B,, := X. Nach Lemma 6.1.8 gibt es fiir - = m, m-1,... ,1 in X abgeschlossene
Teilmengen A;, B; 1 mit folgenden Eigenschaften:

(I)AZCUZ,AZCBZ,mZ’LZl,
(11) B,_,CcUyU...UU,_1,Bi_1CB;,m>12>1;

(Beachte noch, dal By = () ist.) Sei t := xpez, = 1 — 7° € K(P(E)). Sei
M = Z[t]/ ("), d.h. M ist als Modul frei iiber Z mit der Basis {1,¢,...,t"}.
Wir zeigen per Induktion nach i: Fiir jeden abgeschlossenen Teilraum Z C B; ist
vz K*(Z)®z M —— K*(771(2))
rRt — (7T|Z)*(l‘) . t|7r*1(Z)
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ein Isomorphismus (von graduierten Ringen), insbesondere ist also
(mz)* : K*(Z) — K*(n~(Z)) injektiv.

Trivialerweise gilt das fiir By = (). Sei dies nun auch fiir B;_; richtig (1 <i < m).
Fir Z C B; gilt (vgl. Beweis von Satz 6.1.5)

Z =1Intz(ZNA)UIntz(Z N B;_1).
Man iiberlegt sich, dal dann auch
7 NZ) = Intrr(z) (7 HZ N A)) Ulnterz(n " (Z N Biy))

gilt. Nach Satz 6.2.4 ist pzn4, ein Isomorphismus (denn Ejzqa, = (ZNA;) xC'Hh);
nach Induktionsvoraussetzung sind ¢znp,_, und @znp,_,n4, Isomorphismen. Die
exakte Mayer-Vietoris-Sequenz

i—1

. —— K*(ZNBi NA) —~ K*(Z) — K*(ZNA)®K*(ZNB,_1) — ...

bleibt nach Tensorieren mit ®zM exakt, da M frei iiber Z ist. Man kann sich
jetzt leicht iiberlegen, dafl folgendes Diagramm mit exakten Zeilen kommutiert:

)
. ——— K*(ZNB;_1NA)®M — K*(Z)®M — (K*(ZNA;)@M)®(K*(ZNB;_1)®M) —*

P|1ZnB;_1n4; | = Pz = ©1z2na;9¢1znB;

a
K*(r~Y(ZNB;—1NA;)) — K*(n~Y(Z)) — K*(r—Y(ZnA;))OK*(n~Y(ZNB;-1)) —*>

Nach dem Fiinfer-Lemma ist somit ¢z ein Isomorphismus von abelschen
Gruppen. Da es sich aber um einen Homomorphismus von graduierten Ringen
handelt, ist |z sogar ein Isomorphismus von graduierten Ringen. O

Die Bedeutung des Spaltungsprinzips fiir Operationen in K-Theorie liegt im fol-
genden Korollar:

Korollar 7.3.3. Zwei Operationen, die auf Summen von Linienbiindeln tiberein-
stimmen, sind identisch.
Wir wollen nun ganz spezielle Operationen, die sogenannten Adams-Operationen,

auf K (X) definieren. Dazu benotigen wir folgendes Hilfsmittel:

Definition 7.3.4. Fiir ein Vektorraumbiindel E iiber X sei [0, AY(F)] € K(X)
die Klasse des i-fachen &ufieren Produktes. Sei K (X)[[t]] der formale Potenzrei-
henring tiber K (X). Definiere

M(E) = Zt [0, AY(E)] € K(X)][[t]).
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Aus der Beziechung AY(E & F) = ZZ:O AR(E) @ AF(F) fiir Vektorraumbiindel
FE, F iiber X kann man leicht folgern, daf3

M(E) - M(F) = M(E & F)

gilt. Da A\;(E) an der Stelle : = 0 (¢°) den Koeffizienten 1 € K(X) hat, ist \;(E)
eine Einheit in K (X)[[¢]], also ist

A Vect(X) — (K(X)[[t])”

ein Halbgruppenhomomorphismus von der kommutativen Halbgruppe Vect(X)

der Isomorphieklassen von Vektorraumbiindeln {iber X in die Einheitengruppe
(K(X)[[t]])* des Ringes K(X)[[t]]. Nach Bemerkung 3.7 induziert ); also in ein-
deutiger Weise einen (wieder mit \; bezeichneten) Gruppenhomomorphismus

A K(X) — (K(X)[[H])"
Fir z € K(X) ist dann
=> - N(2)
i=0
mit eindeutig bestimmten Koeffizienten \(z) € K(X).

Aufgabe 7.3.5. Zeige, daB fiir jedes x € K(X) gilt: \°(z) = 1, M (z) = z. Zeige,
daf fiir z,y € K(X) gilt:

ery Z}\z )\kz

Definition 7.3.6 (Adams-Operationen).
Definiere fiir x € K(X)

(Frage: Warum ist dieser Ausdruck wieder eine formale Potenzreihe?) Als formale
Potenzreihe besitzt ©_;(z) eine eindeutige Darstellung

=) ¢H(@)
k=1
Die Abbildung
Yh K(X) — K(X)

ist, wie man sich leicht iiberlegt, fiir jedes £ € N eine Operation und heifit k-te
Adams-Operation auf K(X).
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Lemma 7.3.7 (Eigenschaften der Adams-Operationen).
(i) Ist v = [0, L] € K(X) ein Linienbiindel, so gilt Y*(x) = 2% fiir k € N.

(ii) Die Abbildungen ¢* : K(X) — K(X) sind Ringhomomorphismen.

(iii) Yo rpk = Pkl =k ot fiir k,1 € N.

BEWEIS: )
Der Beweis ist eine einfache Ubungsaufgabe. Bei (ii) und (iii) sollte man auf das
Spaltungsprinzip (Korollar 7.3.3) zuriickgreifen. O

Lemma 7.3.8. Fiir v € K(X) besteht die folgende Relation zwischen X' und ¢*:

(@) = A a) - () + e (CDEA (@) @) ()RR @) = 0

BEWEIS:
Aus Definition 7.3.6 \i(x) - ¥_(z) + tA}(x) = 0 folgt

(Z V) t) ' (Z<—1>W<x> t) +63 kN (@) - =,
Daraus folgt

2 ( > (DN (@) () + kAk(a;)) tF=0.

k>1 \i+j=k

Koeffizientenvergleich liefert die angegebene Formel. O

Beispiel 7.3.9.
e Fiir k = 1 ergibt sich ¢! (x) + (=1)A\'(x) = 0 oder

P(z) = .
o Fiir k = 2 ergibt sich ¥?(x) — A (z) - ¥ (x) + 2A*(x) = 0 oder
@DQ(x) = — 2)\2(x).
Lemma 7.3.10. Es ist K°(S®") = (Bs,) (siche Beispicl 5.1.8). Es gilt fir k € N

Q/Jk(ﬁ%) =k"- 6211-
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BEWEIS:
Es ist 3, = [H,1] = 1 — H und da 9* ein Ringhomorphismus ist, gilt

VH(B) = VPA-H) = 1-¢*H)=1-H" = 1—(f+1)"

- 1 - k jﬁg_zok
= _Zj =" k- B

J=0

Nach Korollar 5.1.8 ist B2, = an(f2 ® ... ® (3). Da 9* mit Produkten und
induzierten Abbildungen vertraglich ist, folgt

VE(Ban) = (@ (B2) @ ... @Y (B) = an(k-F2®...@ k- Ba)
= knan(62®®62) :kHBQn O

7.4 H-Raum-Strukturen auf Spharen

Definition 7.4.1 (Reelle Divisionsalgebra).

Eine (i.a. nicht assoziative) R-Algebra A mit Einselement heifit reelle Divisi-
onsalgebra, wenn jedes Element 0 # a € A in A invertierbar ist. Daraus folgt
insbesondere, dafl die Multiplikation auf A nullteilerfrei ist.

Bemerkung 7.4.2. Ist A als R-Vektorraum endlich dimensional, so ist .4 genau
dann eine reele Divisionsalgebra, wenn die Multiplikation auf A nullteilerfrei ist.

Satz 7.4.3. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) n €{1,2,4,8}.
(ii) R™ besitzt die Struktur einer reellen Divisonsalgebra.

(1ii) Das Tangentialbiindel TS" ™! := {(z,v) € S" ' xR" C R"XR" | (z,v) =0}
von S™1 st trivial, d.h.

Tsn—l ~ Sn—l % Rn—l
(als Vektorraumbiindel). Wir nennen S™1 dann parallelisierbar.
(iv) S"! ist ein H-Raum.
(v) Es gibt eine Abbildung m : S™~1 x S"~1 vom Bigrad (1,1).

(vi) Entweder n = 1 oder: n > 2 gerade, und es gibt f : S* ' — S™ mit
Hopf-Invariante 1.
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(vii) Entweder n = 1 oder: n > 2 gerade, und es gibt f : S*~1 — S mit
ungerader Hopf-Invariante.

BEWEIS:
(i) = (ii): Betrachte R, C, IH bzw. O (siehe Beispiel 7.1.4).

(ii) = (i11): Ein m-dimensionales Vektorraumbiindel p : £ — X ist genau
dann trivial, wenn es m (punktweise) linear unabhéngige Schnitte s; : X — E
(1 <i<m) gibt.

Fiir 0 # a € R" existiert nach Voraussetzung a=' € R". Sei {ej,...e,} die
kanonische Orthonormalbasis von R™. Wir definieren fiir 1 <: <n

si: St St x R",
T —— (2,¢; - (e;' - 2)).
Fir jedes * € S™! bildet {s,(z) = (x,2),s1(2),...,s,(x)} eine Basis

von {z} x R™. Mit Hilfe des Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahrens
erhélt man stetige Schnitte

§:8m !t — gnl R

mit §,(z) = (z,z) fir z € S, und {(x, ), 3,(x),...,5,_1(x)} bildet fiir jedes
x € S ! eine Orthonormalbasis von {z} x R". Dann sind §; : S~ ! —— T'S"~!
(1 <i<n-—1)n—1linear unabhéngige Schnitte.

(iii) = (iv): Seien sy,...8, 1 : S 1 — T'S"! punktweise linear unabhingige
und orthonormale Schnitte. Fiir € S"~! sei S’(z) die orthogonale Matrix mit
den Spaltenvektoren sq(z), ..., s,_1(z),z. Setze

S(x) = S"(x) - S (en) "

Wegen det(S’(x)) = det(S'(e,)) € {&1} fiir alle z € S™~! definiert z — S(x)
eine stetige Abbildung

S:8" 1 —— SO(n) mit S(e,) = E, (Einheitsmatrix).
Andererseits definiere
m: SO(n) —— "1,
Apr—— Ae,.
Es ist 7(S(z)) = S(x)e, = S'(x) - S'(e,) e, = S'(x)e, = z. Nun definieren wir

8" % S 25 50(n) x SO(n) —— SO(n) —— "1,
Wir fassen e, € S"! als Basispunkt auf und erhalten

(z,en) = 7(S(x) - Slen)) = 7(S(2)) = & = a(en, ).
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(iv) = (v): Beispiel 7.1.4(iii).

(v) = (vi): Satz 7.2.3 und Satz 7.2.6.

(vi) = (vii): trivial.

(vii) = (i): Sei n gerade und f : S?"~! — S™ mit ungeradem A(f). Wir betrach-

ten die kurze exakte Sequenz zur Definition der Hopf-Invariante (siehe (7.2)):

. *
J¥oa

RO(s2) 2 RO(Cp) — e RO(S7)

0 0

U b———— [,

u? = h(f) v

Mit Hilfe von Lemma 7.3.10 rechnet man nach:
Vi) = k"
W) = ik
Damit folgt aus der Exaktheit obiger Sequenz
YHw) = q(k)-v+k2-u mit q(k) € Z. (7.3)

3

vz S

Sublemma: ¢(2) = h(f) (mod 2).
Nach Beispiel 7.3.9 gilt ¥?(x) = 2? — 2)\%(z) fiir x € K(X), also folgt
q2)-v+27 u = Y Hu) = u®—2Xu) = h(f) v —2X3(u).
= (@) =h(f) v = —2X(u) =25 -u
= q(2)=h(f) = 0 (mod?2).
Setze im folgenden r := 2 € N. Aus ¢*(¢*(u)) = ¢¥?*(¢*(u)) (Lemma 7.3.7(iii))
erhdlt man durch Nachrechnen unter Verwendung von (7.3)
K'q(2) +2°q(k) = q(k)2" + k"q(2)
& k(KT —=1)q(2) = 272" —1)q(k).

Nach obigem Sublemma ist ¢(2) ungerade. Wihlen wir k ungerade, so folgt aus
der eindeutigen Primfaktorzerlegung: 2" teilt k" — 1 fiir alle ungeraden k oder

k" = 1 (mod 2") fiir alle ungeraden k. (7.4)

Wegen r = § ist zu zeigen: r € {1,2,4}.
e Seir > 1, k= 3. Dann folgt aus (7.4)
1=3"=2+1)"=1+42r (mod 4).

Also ist 2r = 0 (mod 4) und somit r gerade.
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e Seir>1,k=1+25 Aus (7.4) folgt dann
1=(1+423)"=1+1r2% (mod 2"),

also ist 22 ein Teiler von 7, und daraus folgt r € {2, 4}.
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