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Einleitung

Dieses Buch behandelt und verbindet zwei Themen, (Ko-)Homologie und (Analysis
auf) Mannigfaltigkeiten.

In den ersten acht Kapiteln wird der Begriff der Homologie und Kohomologie stu-
diert. Homologie wird axiomatisch im Kapitel 1 eingefiihrt und die singulire Homologie
in Kapitel 2 konstruiert. Im Kapitel 3 werden C'W-Komplexe definiert und beschrieben,
wie man mit Hilfe des zelluldren Kettenkomplexes Homologie berechnen kann. Die Euler-
Charakteristik und die Lefschetz-Zahl, die nach Ansicht des Autors besonders schone ele-
mentare Invarianten der algebraischen Topologie sind, werden im Kapitel 4 vorgestellt.
Nachdem im Kapitel 5 Kohomologie eingefiihrt worden ist, werden in Kapitel 6 Grund-
lagen der homologischen Algebra mit universellen Koeffiziententheoremen als Ziel und
im Kapitel 7 Produkte erkldrt. In Kapitel 8 wird als Hohepunkt die Poincaré-Dualitét
diskutiert und bewiesen.

In den verbleibenden sieben Kapiteln werden glatte Mannigfaltigkeiten und die Ana-
lysis auf ihnen behandelt. In Kapitel 9 wird der Begriff einer glatten Mannigfaltigkeit und
ihres Tangentialbiindels erldutert. Nachdem im Kapitel 10 einige Begriffe aus der linearen
Algebra zusammengestellt worden sind, wird in Kapitel 11 die parametrisierte Version
davon priisentiert, d.h. Vektorraumbiindel werden eingefiihrt. In Kapitel 12 werden Dif-
ferentialformen erklirt. Kapitel 13 ist dem Satz von Stokes gewidmet. In Kapitel 14
wird die de Rham-Kohomologie studiert. Im Kapitel 15 wird als Hohepunkt der Satz
von de Rham bewiesen, dass die de Rham-Kohomologie und die singulidre Kohomologie
mit reellen Koeffizienten isomorph sind. Das liefert einen fundamentalen Zusammenhang
zwischen der algebraischen Topologie und der Analysis auf Mannigfaltigkeiten.

In einem Anhang werden kurz einige Grundbegriffe aus der mengentheoretischen
Topologie und Kategorientheorie zusammengestellt. Damit wird gewéhrleistet, dass als
Voraussetzungen fiir das Buch nur die ersten beiden Anfiinger-Vorlesungen der Analysis
und der linearen Algebra sowie einige Teile der Algebra (Ringe und Moduln) ben&tigt
werden.

Das Buch ist modular geschrieben und kann in verschiedener Weise verwendet wer-
den. Man kann beispielsweise direkt mit Kapitel 9 beginnen und sich als Ziel den Beweis
des Satzes von Stokes in Kapitel 13 stecken. Das wiirde sich im Rahmen einer Vorlesung
Analysis IIT oder IV anbieten. Man kann sich aber auch auf die Kapitel 1 bis 8 kon-
zentrieren und im 5. Semester als eine Einfiihrung in die algebraische Topologie lesen.
Eventell kann man noch die Verbindung zu der de Rahm-Kohomologie und dem Satz von
de Rahm herstellen, wenn man die Kapitel 9 bis 13 voraussetzt, oder die Kapitel 9 bis
15 im Anschluss im néchsten Semester behandeln. Das Buch ist auch zum Selbststudium
geeignet.

Ich m6chte mich bei den Mitgliedern der Arbeitsgruppe Topologie, inshesondere bei
Markus Meyer und Clara Strohm, fiir die vielen hilfreichen Verbesserungsvorschlige und
Korrekturen bedanken.

Miinster, im Oktober 2004 Wolfgang Liick
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